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❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙
❈ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡♥❣❧❛rt ✶✻✶
✻
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡s ♠♦❞è❧❡s s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦♥t été ❢♦rt❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és
❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t tr♦♣ r❡str✐❝t✐❢ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♦ù ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t
✈✐t❡ tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■❧s tr♦✉✈❡♥t ❧❡✉r
✐♥térêt ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞✉ré❡ ♦ù ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s✳ ❯♥❡ s♣é❝✐✜❝✐té ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s t✐❡♥t à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡
❢réq✉❡♥t❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❝❡♥s✉r❡s ❞❛♥s ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s
❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♦ù ❧❛ ❞✉ré❡ ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬êtr❡ ❝❡♥s✉ré❡ à ❞r♦✐t❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧ à ❞❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❞❛♣té❡s à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡
❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts s❡ ❞ér♦✉❧❛♥t ❞✉r❛♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞✉ré❡✳
❊①❡♠♣❧❡s ❡t ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡s
▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ s❡ r❡♥❝♦♥tr❡♥t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ✿ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉s ❡t
❢réq✉❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❡♥ ❜✐♦st❛t✐st✐q✉❡✱ ✐❧s tr♦✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❛ss✉r❛♥❝❡
♦✉ ♠ê♠❡ ❡♥ ✜♥❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❝❡♥s✉ré❡s à ❞r♦✐t❡✳
Pr❡♥♦♥s ✉♥ ❝❛s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s✉r✈✐❡ ♦ù ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡
❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts ❛tt❡✐♥ts ❞✬✉♥ ❝❛♥❝❡r ❞❡ ❧❛ ♣❡❛✉ q✉✐ ♦♥t t♦✉s ❞û s✉❜✐r ✉♥❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ❝❤✐r✉r❣✐❝❛❧❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡t ❞❡ r❡t✐r❡r ❧❡✉r t✉♠❡✉r✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs à ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡✉r
❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♣r❡♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡
q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♣❛t✐❡♥t t❡❧❧❡s q✉❡ ✿ ❧❡ s❡①❡ ♦✉ ❧✬â❣❡ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t ❛✉
✼
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts s♦♥t ❛rr✐✈és à ❞✐✈❡rs ✐♥st❛♥ts ❝❡rt❛✐♥s ét❛✐❡♥t
❡♥❝♦r❡ ❡♥ ✈✐❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡✉r ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡ ❡①❛❝t❡✳ ❉❡
♠ê♠❡✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛t✐❡♥ts s♦♥t ❞é❝é❞és ❞❡ ❝❛✉s❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ t✉♠❡✉r ❝❡ q✉✐
♥♦✉s ❡♠♣ê❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡✉r ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡ ré❡❧❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs
❡①tér✐❡✉rs✳ ❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝❛s✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ❞❛t❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥tr❡ ❧❡✉r ❞✉ré❡
❞❡ ✈✐❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬ét✉❞❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡
❞é❝ès ❝❛✉sé❡ ♣❛r ✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ t✉♠❡✉r✳
Pr❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❛ss✉r❛♥❝❡ ♦ù ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❝♦ût ❞✬✉♥ s✐♥✐str❡✳ ▲❡s
❝❛♠❜r✐♦❧❛❣❡s ❞✬❛♣♣❛rt❡♠❡♥ts s♦♥t r❡♠❜♦✉rsés ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❧❛❢♦♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ❜✐❡♥s ❛ss✉rés✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥ s✐♥✐str❡ ❡st ❞❡ 13 000 ❡✉r♦s ♠❛✐s ❧✬❛ss✉ré ♥✬❡st
❝♦✉✈❡rt q✉❡ ❥✉sq✉✬à 8 000 ❡✉r♦s✱ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥✬✐♥❞✐q✉❡r❛ q✉❡ ❧❡ ♠♦♥t❛♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡
8 000 ❡✉r♦s✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡r❛ ❞♦♥❝ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ r❡♠❜♦✉rs❡♠❡♥t
❡t ❧❡ ❝♦ût ré❡❧ ❞✉ s✐♥✐str❡✳
❉❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ♦♥ ♥✬♦❜s❡r✈❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞✬✐♥térêt Y ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❞✐t❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡✱ C✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❝❡❧❛
s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ T = Y ∧C✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡
❝❡♥s✉r❡✱ δ = 1Y≤C ✱ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥❢♦r♠❡ s✐ ♥♦tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞✬✐♥térêt ♦✉ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡ X q✉✐ ❢♦✉r♥✐t
❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r Y ✳
❉❡ t❡❧s ♠♦❞è❧❡s ♦ù ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s r❡q✉✐èr❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❞❛♣✲
té❡s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♥♦s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❡♥s✉ré❡s s❛♥s ♣❡r❞r❡ tr♦♣ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r Y ✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥ ✶✾✺✽✱ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❜♦♥ ❡st✐♠❛t❡✉r
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ Y ♦✉ ❞❡ C✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♠❛❥❡✉r❡s ✐❝✐ ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s X q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ s✐ ♦♥ ❡st✐♠❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣✉r❡♠❡♥t
♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ✈❛ s❡ ❤❡✉rt❡r ❛✉ ✓ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✔ ❞ès q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ❞❡s
✽
❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✿ ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ✈❛ ❝♦♥✈❡r❣❡r très ❧❡♥t❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ q✉❛♥t✐té
❡st✐♠é❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❞ès q✉❡ d ❡st s✉♣ér✐❡✉r à 3✱ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣✉r❡♠❡♥t
♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ❝♦♥✈❡♥✐r✳
❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ♣♦s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❡st✐♠❡r
❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ r❡✈✐❡♥t à ❡st✐♠❡r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡
❝❡ t②♣❡✱ ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥ts ét❛♥t s❛♥s ❞♦✉t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦✉ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t très ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥ts ❝❛r ✐❧s
✐♠♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ très ❢♦rt❡ s✉r ❧❛ q✉❛♥t✐té à ❡st✐♠❡r q✉✐ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✈ér✐✜é❡✳
❯♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣♦s❡r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ r❡st❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✱ t♦✉t ❡♥
✐♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣❛❧❧✐❡r ❧❡ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡
✉♥✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❞♦♥❝ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
fY |X(x, y)✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Y s❛❝❤❛♥t X = x é✈❛❧✉é❡ ❛✉ ♣♦✐♥t y✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❛❧♦rs
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ θ0 ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d t❡❧ q✉❡ ✿
fY |X(x, y) = fθ0(θ
′
0x, y), ✭✶✮
♦ù✱ ♣♦✉r t♦✉t θ✱ fθ(u, y) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Y s❛❝❤❛♥t θ′X = u é✈❛❧✉é❡ ❛✉
♣♦✐♥t y✳ ■❝✐✱ fθ0 ❛✐♥s✐ q✉❡ θ0 s♦♥t ✐♥❝♦♥♥✉s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡
♣✉✐sq✉✬✐❧ ❢❛✉t ❡st✐♠❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ0 ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fθ0 ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♦❜t❡♥✐r ✉♥
❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ fY |X ✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r X q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t
t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ fY |X ✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ✈✐❡♥t ❞✉
❢❛✐t q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ fθ0 ♥❡ s❡r❛ ♣❧✉s ❛✛❡❝té❡ ♣❛r ❧❡ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ θ′0x q✉✐ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳
P❛r♠✐ ❝❡s t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ❧✬✉♥ ❞❡s ♣❧✉s ❝é❧è❜r❡s ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ❞♦♥♥é❡s
❝❡♥s✉ré❡s ❡st s❛♥s ❝♦♥t❡st❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦①✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♣♦rt❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s s✉r
❧❡ r✐sq✉❡ ✐♥st❛♥t❛♥é ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ h✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r
h(y|x) = fY |X(x, y)
1− FY |X(x, y)
,
✾
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♦ù FY |X(x, y) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Y s❛❝❤❛♥t X = x é✈❛❧✉é❡
❛✉ ♣♦✐♥t y✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❛❧♦rs q✉❡ ✿
h(y|x) = h0(y) exp(θ′0x),
♦ù h0 ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t θ0 ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✱ t♦✉s ❞❡✉① ✐♥❝♦♥♥✉s✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❧à ❞❡
tr♦✉✈❡r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ h0 ❡t θ0 ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❡st✐♠❡r h✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡
✉♥✐q✉❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦①✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞✬❛♣rès ✭✶✮✱ ✐❧
s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ θ0 ❡t g ✐♥❞❡①é❡ ♣❛r θ0 t❡❧s q✉❡ ✿
h(y|x) = gθ0(θ′0x, y).
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ à
❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❡st tr♦♣ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❝♦♥s✐st❛♥t
♣❛rt♦✉t✳ ❯♥❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡
tr♦♥❝❛t✐♦♥ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡t✐r❡r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s tr♦♣ ❣r❛♥❞❡s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥✱
♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝❤♦✐s✐r à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳
❊①❡♠♣❧❡s ❡t ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts
ré❝✉rr❡♥ts
❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts
ré❝✉rr❡♥ts ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❛ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts
❞✉r❛♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ t❡♠♣s✱ ❥✉sq✉✬à ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t t❡r♠✐♥❛❧✳
❉❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♠é❞✐❝❛❧ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ❝r✐s❡s ❞✬❛st❤♠❡ ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t ❛st❤♠❛t✐q✉❡ ♦✉ ❧❡s ✐♥❢❡❝t✐♦♥s ré♣été❡s ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t
❛tt❡✐♥t ♣❛r ❧❡ ✈✐r✉s ❞❡ ❧✬✐♠♠✉♥♦❞é✜❝✐❡♥❝❡ ❤✉♠❛✐♥❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ré❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ t✉♠❡✉rs ❞❡
♣❛t✐❡♥ts ❝❛♥❝ér❡✉①✳ ❈❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré♣étés ♦♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt ♣✉✐sq✉✬✐❧s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s
✶✵
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s très ✐♠♣♦rt❛♥t❡s s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♣❛t✐❡♥t✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✐❧s ♦♥t ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢
s✉r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t✳
❊♥ ❛ss✉r❛♥❝❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts s♦✉s ❣❛r❛♥t✐❡✳ Pr❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡
♦ù ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t t❡r♠✐♥❛❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ✈♦✐t✉r❡✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré♣été❡s ❞❡
❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ✈♦✐t✉r❡ ✈♦♥t ❛❧♦rs êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts✳ ■❝✐✱
❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ✈♦✐t✉r❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ♣❧✉tôt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s
♠♦②❡♥ ♦ù ✉♥ ❝❧✐❡♥t ❛ ❢❛✐t ❥♦✉❡r s❛ ❣❛r❛♥t✐❡✳
P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ N∗(t) q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts s✉r✈❡♥✉s ❛✈❛♥t
❧✬✐♥st❛♥t t ❡t ♣ré❝é❞❛♥t ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t t❡r♠✐♥❛❧ Y ✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❝❡♥s✉ré❡s ❝❡
♣r♦❝❡ss✉s ♥❡ s❡r❛ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ♦❜s❡r✈é✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t t❡r♠✐♥❛❧ ❡st ❝❡♥s✉ré✱ t♦✉s ❧❡s
é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts s✉r✈❡♥❛♥t ❡♥tr❡ C ❡t Y ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ♦❜s❡r✈és✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s X✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤❡r♦♥s à ❡st✐♠❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✐♥❞❡①é ♣❛r t s✉✐✈❛♥t ✿
µ(t|x) = E [N∗(t)|X = x],
❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts s✉r✈❡♥✉s ❛✈❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t t✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡
X = x✳ µ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬♦♥ ❡st ❡♥❝♦r❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ✢é❛✉
❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ P♦✉r ② r❡♠é❞✐❡r✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r µ✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ θ0 t❡❧ q✉❡
µ(t|x) = µ0(t, x; θ0),
♦ù µ0 ❡st ❝♦♥♥✉✳ ❊♥ ❡st✐♠❛♥t θ0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ µ✳ ❈✬❡st ❝❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ✐❧ r❡st❡ très r❡str✐❝t✐❢✱ ♥♦✉s ♥♦✉s
s♦♠♠❡s ❡♥s✉✐t❡ ✐♥tér❡ssés à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù µ0 ❡st ✐♥❝♦♥♥✉✳ ➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱
❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❣r❛♥❞❡ ♥♦✉s ❡♠♣ê❝❤❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♣✉r❡♠❡♥t ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❡♥sé ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥
♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❧❡ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ◆♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st
✶✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ θ0 ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d t❡❧ q✉❡✱
µ(t|x) = µθ0(t, θ′0x), ✭✷✮
♦ù µθ(t, u) = E [N∗(t)|θ′X = u]✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ µ s✬♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❛♣rès ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛✲
♠ètr❡ θ0 ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ µθ0 ✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ q✉❛♥t✐té ♥✬ét❛♥t ♣❧✉s ❛✛❡❝té❡ ♣❛r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ θ′0x ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳
❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❡st ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts
ré❝✉rr❡♥ts ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
µ(t|x) = µ0(t)eθ′0x.
❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ❛❞❛♣té❡ ❛✉① é✈è♥❡♠❡♥ts
ré❝✉rr❡♥ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ✈ér✐✜é ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ✐❧ r❡st❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s r❡str✐❝✲
t✐❢✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦①✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥❝♦r❡ ❞û ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡
❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ Y ❡t ❞❡ C✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ✉s✉❡❧ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❡♥s✉ré❡s✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❡ ♣♦✉r
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts
ré❝✉rr❡♥ts ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✈❡♥✐r très ❣r❛♥❞ ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡t ♣❡rt✉r❜❡r ❛✐♥s✐
❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ µ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ét❛❜❧✐ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ❞❡ r❡♠é❞✐❡r à ❝❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠♦♠❡♥t s✉r N∗(t) ❡t s✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✳ ❉❛♥s
❝❡tt❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t ♣♦✉r
❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡s ♣♦✐❞s tr♦♣ ❣r❛♥❞ ❛❝❝♦r❞és ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ◆♦tr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ à ♣❛rt✐r
❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ✜①é✱ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡
❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ µ✳
✶✷
❘❡✈✉❡ s✉❝❝✐♥❝t❡ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s
à ❞r♦✐t❡ ❡t ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ❞❡ ♥♦s ❤②♣♦t❤ès❡s✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡
❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ s❡s ♣r♦♣r✐étés✳ P✉✐s ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
♦❜s❡r✈é❡s✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐✳✐✳❞✳ ❞❡ ❝❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❡t ❞✬❡♥
❞é❞✉✐r❡ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡s ❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s ❡t ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳
❈❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❙t✉t❡ ❡t ❲❛♥❣ ✭✶✾✾✸✮✱ ❙t✉t❡ ✭✶✾✾✸✮✱ ❙t✉t❡ ✭✶✾✾✺✮ ❡t ❙t✉t❡
✭✶✾✾✻✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝❡s rés✉❧t❛ts ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
s✬❛♥♥✉❧❛♥t ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❙á♥❝❤❡③ ❙❡❧❧❡r♦ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✺✮✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ à ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s✱ ♥❡
s✬❛♥♥✉❧❛♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r q✉❡❧q✉❡s r❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉✱ ❡♥
r❛♣♣❡❧❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts✱
♦❜t❡♥✉s ❣râ❝❡ à ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♠♣✐r✐q✉❡✱ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❊✐♥♠❛❤❧
❡t ▼❛s♦♥ ✭✷✵✵✺✮✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❛❝❤♦♥s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉
♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣❛❧❧✐❡r ❧❡ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆♣rès ✉♥❡
❜rè✈❡ r❡✈✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✮ ❡t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ fθ✳
❉❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ✭✶✮
♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡s à ❞r♦✐t❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♥♦tr❡
♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r r❡♠é❞✐❡r ❛✉①
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉s à ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✳
◆♦s rés✉❧t❛ts ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ❞❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥❞❡①✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❛✈❡❝
❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ét✉❞❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡
✶✸
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♥❡tt❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r q✉❛♥❞ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡
tr♦♥❝❛t✐♦♥✱ ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✳
▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❝❡♥s✉ré❡s à ❞r♦✐t❡✳ ❖♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✮ ❡t ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞❡①✱
❞❡ t②♣❡ ♠♦✐♥❞r❡ ❝❛rrés✳ ◆♦tr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡
♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ♣♦✐❞s✱ ♣❛r❢♦✐s tr♦♣ ❣r❛♥❞s ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✳ ■❝✐ ❡♥❝♦r❡ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡t
❞❡ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥❞❡①✱ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡
❝❤♦✐s✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳
✶✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✶
❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡s
✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞❡ ❝❡♥s✉r❡s
❙♦✐❡♥t Y1, . . . , Yn✱ n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ Y ∈ Y ♦ù Y ⊂ R
❡t s♦✐❡♥t X1, . . . , Xn✱ n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ X ∈ X ⊂ Rd✳ Yi
r❡♣rés❡♥t❡ ♥♦tr❡ iè♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✐♥térêt ❡t Xi s❛ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ C1, . . . , Cn✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ C ∈ R✳ ❉❛♥s ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡✱ ♥♦s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥❝


Ti = Yi ∧ Ci 1 ≤ i ≤ n,
δi = 1{Yi≤Ci} 1 ≤ i ≤ n,
Xi ∈ X ⊂ Rd 1 ≤ i ≤ n.
✶✺
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✿

FX(t) = P(X ≤ t),
F (t) = P(Y ≤ t),
FX,Y (x, y) = P(X ≤ x, Y ≤ y),
G(t) = P(C ≤ t),
H(t) = P(T ≤ t).
❊♥✜♥✱ ♦♥ ♥♦t❡ τF = inf{t : F (t) = 1}✱ τG = inf{t : G(t) = 1} ❡t τH = inf{t : H(t) = 1}
❧❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡s s✉♣♣♦rt ❞❡ F ✱ G ❡t H✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ é✈✐❞❡♥t❡✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥✱ τH = τF ∧ τG✳
✶✳✶ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡
❝❡tt❡ t❤ès❡✳
❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✶✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ P(Y = C) = 0.
❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥❡ ♣❛r❢❛✐t❡ s②♠étr✐❡ ❡♥tr❡ Y ❡t C q✉✐ ♥♦✉s
♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬✐♥✈❡rs❡r à ❧♦✐s✐r ❧❡s rô❧❡s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs
s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣♦✉r F ❡t G✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞✬❛✉tr❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s
❞❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡rt❛✐♥s s✉♣♣♦s❡r♦♥t q✉❡ F ❡t G ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ s❛✉ts ❡♥
❝♦♠♠✉♥ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ q✉✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞é❝é❞❡r ❡t êtr❡ ❝❡♥s✉ré à ❧❛ ❢♦✐s ✿ ❡♥ ❝❛s ❞✬❡①✲
❛❡q✉♦ ❡♥tr❡ ❞é❝ès ❡t ❝❡♥s✉r❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ❡st ❞é❝é❞é✳
❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✷✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡


Y⊥⊥C,
P(Y ≤ C |X,Y ) = P(Y ≤ C |Y ).
✶✻
✶✳✶ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ♣❛r ❙t✉t❡ ✭✶✾✾✸✮✳ ❊❧❧❡ ❡st ✈ér✐✜é❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù C ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (X,Y ) ♠❛✐s r❡st❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✉s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ C ❡st ❛✉t♦r✐sé❡ à ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ X ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
♠❡s✉r❡✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❞é❝r✐t ❙t✉t❡ ✭✶✾✾✾✮ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❣é♥ér❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
X,Y ❡t C ✈ér✐✜❛♥t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✷ s❛♥s q✉❡ C s♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝♦✉♣❧❡
(X,Y )✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s (X,Y ) s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❥♦✐♥t❡
♣✉✐s ❞❡ ❣é♥ér❡r δ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
P(δ = 1 |X = x, Y = y) = 1−G(y−),
♦ù G(y−) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ y ❞❡ G(y)✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ 1−G(y−) = P(C > y)✳
❆❧♦rs✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ Y = y ❡t δ = 1✱ C ❡st ♣r✐s à ♣❛rt✐r ❞❡ G r❡str❡✐♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ [y,+∞) ✭❡t
r❡♥♦r♠❛❧✐sé✮ ❡t s❛❝❤❛♥t q✉❡ Y = y ❡t δ = 0✱ C ❡st ♣r✐s à ♣❛rt✐r ❞❡ G r❡str❡✐♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡
[0, y)✳ ❊♥ t❡r♠❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❞♦♥❝ q✉❡
P(C ≤ t |Y = y, δ = 1) = G(t)1t≥y∫∞
y dG(c)
❡t
P(C ≤ t |Y = y, δ = 0) = G(t)10≤t<y∫ y−
0 dG(c)
.
❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡
P(C ≤ t, Y = y) = G(t)dF (y),
❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ ❜✐❡♥ q✉❡ C ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ Y ❡t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ é❣❛❧❡ à G✳
❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ très ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s ♠❛✐s q✉❡
♥♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❛s ✐❝✐✱ ❡st ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ✿
τF ≤ τG. ✭✶✳✶✮
❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥ ▼❡✐❡r
✭✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✮ s✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ré❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ q✉❛♥❞ τF > τG t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥tr❡
✶✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
τG ❡t τF s♦♥t ❞❡s ❝❡♥s✉r❡s ❡t ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ♦❜s❡r✈é❡s✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✶✳✶✮ ♥✬❡st ♣❛s
✈ér✐✜é❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❜✐❛✐s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ F ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❢❡r♦♥s ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡♥ t❡♠♣s à ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s✐♦♥s ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡s
✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✳
✶✳✷ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥s F, FX,Y ❡t G s✬❡st✐♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
très s✐♠♣❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ✉s✉❡❧❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ F (t) ❡t
FX,Y (x, y) s❡r♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡st✐♠és ♣❛r ✿
Fˆ❡♠♣(t) :=
1
n
n∑
i=1
1Yi≤t ❡t Fˆ❡♠♣(x, y) :=
1
n
n∑
i=1
1Xi≤x,Yi≤y,
♦ù ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ✐♥❞✐✛ér❡♠❡♥t ♣❛r Fˆ❡♠♣ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐✈❛r✐é
♦✉ ♠✉❧t✐✈❛r✐é✳
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❝❡♥s✉ré❡s✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ Fˆ❡♠♣ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s q✉❛♥t✐tés ♥♦♥ ♦❜s❡r✈é❡s ✭t♦✉s ❧❡s Yi ❝❡♥s✉rés ♥❡
s♦♥t ♣❛s ♦❜s❡r✈és✮✳ ❖♥ ❡st✐♠❡ ❛❧♦rs ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t F ❡t G ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲
▼❡✐❡r✳ P♦✉r ❡st✐♠❡r FX,Y ✱ ❙t✉t❡ ✭✶✾✾✻✮ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲
▼❡✐❡r ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳ ❆✐♥s✐✱
❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ F (t) ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
Fˆ (t) = 1−
∏
i:Ti≤t
(
1− 1∑n
j=1 1Tj≥Ti
)δi
.
❈✬❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡✱
q✉✐ ♥❡ s❛✉t❡ q✉✬❛✉① ✐♥st❛♥ts ❞❡ ❞é❝ès✳ ▲❡ ♣♦✐❞s ❛❝❝♦r❞é ♣❛r Fˆ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s❛✉t ❡st ❝r♦✐ss❛♥t ❡t
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❡♥s✉ré❡✱ ❝❡ ♣♦✐❞s ❡st ❛✉❣♠❡♥té✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡ ♣♦✐❞s ❡st r❡♥❢♦r❝é ❞❛♥s ❧❡s
❣r❛♥❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ q✉❡✉❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞û à ❧❛ ❝❡♥s✉r❡✳
✶✽
✶✳✷ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
■❧ ❡st à ♥♦t❡r✱ q✉✬❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡s ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❣râ❝❡ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✶✳✶✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à Y ❡t C✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉r G✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛
Gˆ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❈❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ Fˆ ♠❛✐s ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t
δi ♣❛r 1 − δi✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t✐❡♥❞r♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t Fˆ ♣♦✉rr♦♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ét❛❜❧✐s ❞❡
❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ Gˆ✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛rté ♥♦✉s é♥♦♥❝❡r♦♥s t♦✉❥♦✉rs ♥♦s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r
Fˆ ♠❛✐s ♥♦✉s ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥s ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ♣♦✉r Fˆ ♦✉ Gˆ✳
❊①❡♠♣❧❡✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 11 ❡t ♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ♥♦s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦r❞♦♥♥é❡s✱
♥♦té❡s T(i)✱ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ 11✱ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
1 3 4∗ 5 7∗ 8∗ 9 10 11∗ 12 14∗
♦ù ❧❡s ∗ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❡♥s✉ré❡s✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿
Fˆ (t) = 0, t ∈ [0, 1), Fˆ (t) ≈ 0.427, t ∈ [9, 10),
Fˆ (t) ≈ 0.091, t ∈ [1, 3), Fˆ (t) ≈ 0.57, t ∈ [10, 12),
Fˆ (t) ≈ 0.182, t ∈ [3, 5), Fˆ (t) ≈ 0.785, t ≥ 12.
Fˆ (t) ≈ 0.284, t ∈ [5, 9),
❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
Fˆ (9) = 1−
(
1− 1
11
)(
1− 1
10
)(
1− 1
8
)(
1− 1
5
)
≈ 0.427.
❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ tr❛❝❡r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ Fˆ ✳
✶✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
t1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
✂❋✭t✮
0.091
0.182
0.284
0.427
0.57
0.785
1
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ♥✬❛tt❡✐♥t ❥❛♠❛✐s
1✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ T(11) ❡st ❝❡♥s✉ré❡✳
✶✳✷✳✶ ▲❡s s❛✉ts ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ❛✉tr❡ é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡
s♦♠♠❡✳ ❈❡tt❡ é❝r✐t✉r❡✱ ♣❧✉s ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❛♥s s♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✱ ❡st s✉rt♦✉t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ♠❛♥✐✲
♣✉❧❡r ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣ré❢ér❡r❛ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ q✉❛♥t✐té s♦✉s ❢♦r♠❡
❞❡ s♦♠♠❡ ♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡
❞é✜♥✐r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✮✳
P✉✐sq✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① q✉✐ ♥❡
s❛✉t❡ q✉✬❛✉① ✐♥st❛♥ts ❞❡ ❞é❝ès✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧✬é❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Fˆ (t) =
n∑
i=1
Wi,n1Ti≤t, ✭✶✳✷✮
♦ù Wi,n ❡st ♥✉❧ s✐ δi = 0✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❢♦✉r♥✐t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ Wi,n❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❞❡ G✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡
✷✵
✶✳✷ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
❙❛tt❡♥ ❡t ❉❛tt❛ ✭✷✵✵✶✮ q✉✐ ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳
▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳ ▲❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❞❡ F s♦♥t é❣❛✉① à ✿
Wi,n =
δi
n
(
1− Gˆ(Ti−)
) .
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ♦r❞♦♥♥é❡W(i,n) ❞✉ s❛✉t à ❧❛ i
è♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
T(i) ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♦r❞♦♥♥é✳ δ(i) ❡st ❧❡ δ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à T(i) ❡t ❡♥ ❝❛s ❞✬❡①✲❛❡q✉♦ ❡♥tr❡
❞❡✉① T(i) ♦♥ ❞é❝✐❞❡ ❞❡ ❧❡s ♦r❞♦♥♥❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬♦♥ ❛ ✿
Fˆ (T(i)) = 1−
∏
j:T(j)≤T(i)
(
1− 1∑n
l=1 1Tl≥T(j)
)δ(j)
= 1−
i∏
j=1
(
n− j
n− j + 1
)δ(j)
.
▲❡ i✲è♠❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ à ✿
Fˆ (T(i))− Fˆ (T(i−1)) =
i−1∏
j=1
(
n− j
n− j + 1
)δ(j)
−
i∏
j=1
(
n− j
n− j + 1
)δ(j)
=
i−1∏
j=1
(
n− j
n− j + 1
)δ(j) [
1−
(
n− i
n− i+ 1
)δ(i)]
=
i−1∏
j=1
(
n− j
n− j + 1
)δ(j) δ(i)
n− i+ 1 .
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
1− Gˆ(T(i)−) =
i−1∏
j=1
(
n− j
n− j + 1
)1−δ(j)
,
❡t
i−1∏
j=1
(
n− j
n− j + 1
)δ(j)
×
i−1∏
j=1
(
n− j
n− j + 1
)1−δ(j)
=
n− i+ 1
n
,
❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡✱
(
Fˆ (T(i))− Fˆ (T(i−1))
)
× n(1− Gˆ(T(i)−)) = δ(i).
✷✶
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❞❡ F ❛ ❞♦♥❝ ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té ❞❡ s✬❡①♣r✐♠❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❞❡ G✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ✭1.2✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✉s✉❡❧❧❡✳ ❙✐ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐❞s Wi,ns♦♥t é❣❛✉① à δi/n ✭❝❡ q✉✐
s❡r❛ ❧❡ ❝❛s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❛✉❝✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❝❡♥s✉ré❡✮✱ ♦♥ r❡t♦♠❜❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t s✉r
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ Fˆ ♥❡ s♦♠♠❡ q✉❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❝❡♥s✉ré❡s ✭q✉❛♥❞
δi = 1✮ ❡t ❧❡✉r ❛ttr✐❜✉❡ ❧❛ ♠❛ss❡
(
n(1 − Gˆ(Ti−))
)−1
✳ ❈❡tt❡ ♠❛ss❡ s❡r❛ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❡r❛ ❣r❛♥❞❡ ✭♣✉✐sq✉❡ (1 − Gˆ(·−))−1 ❡st ❝r♦✐ss❛♥t✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s♦✉s ❝❡tt❡
❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ Fˆ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♥♦♥ ✐✳✐✳❞✳ ♣✉✐sq✉❡ 1 − Gˆ(Ti−) ❢❛✐t
✐♥t❡r✈❡♥✐r t♦✉s ❧❡s Tj ✐♥❢ér✐❡✉rs à Ti✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❧❡
r❡♥❞ ❞✐✣❝✐❧❡ à ét✉❞✐❡r ❀ ♦♥ ❡ss❛②❡r❛ ❛❧♦rs s♦✉✈❡♥t ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✐✳✐✳❞✳
❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳✹✳
✶✳✷✳✷ ▲❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
❉❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t❡✉rs s❡ s♦♥t ❡✛♦r❝és à
❝❛❧❝✉❧❡r s♦♥ ❜✐❛✐s✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❞❛♥s ●✐❧❧ ✭✶✾✽✵✮ ♦ù ❧✬❛✉t❡✉r ♠♦♥tr❡✱ q✉✬à
♠♦✐♥s q✉✬❛✉❝✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♥❡ s♦✐t ❝❡♥s✉ré❡✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❛ ✉♥ ❜✐❛✐s ♥é❣❛t✐❢✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ✿
E
[
Fˆ (t)− F (t)] ≤ 0.
P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ✐❧ ❛ été ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s ♠✐♥♦r❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s ❛✉ ✜❧
❞✉ t❡♠♣s ✭✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ▼❛✉r♦ ✭✶✾✽✺✮✱ ❩❤♦✉ ✭✶✾✽✽✮ ❡t ❙t✉t❡ ✭✶✾✾✹✮✮✳ P♦✉r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❜✐❛✐s✱ ♦♥ ❝✐t❡ ✐❝✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✶✳ ❞❡ ❋❧❡♠✐♥❣ ❡t ❍❛rr✐♥❣t♦♥
✭✶✾✾✶✮✳ P♦✉r t♦✉t t t❡❧ q✉❡ F (t) < 1✱ ♦♥ ❛ ✿
E [Fˆ (t)− F (t)] = −E
[
1T(n)<t
(
1− Fˆ (T(n))
)(
F (t)− F (T(n))
)
1− F (T(n))
]
.
❆✐♥s✐✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❡st s❛♥s ❜✐❛✐s ♣♦✉r t♦✉t t ≤ T(n) ♦✉ s✐ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❝❡♥s✉ré❡ ✭♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧à✱ Fˆ (T(n)) = 1✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❞❛♥s
♥♦tr❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ T(n) ❡st ❝❡♥s✉ré✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ T(n)✱ Fˆ (t) ❛ ✉♥ ❜✐❛✐s
♥é❣❛t✐❢ ❡t ❝❡ ❜✐❛✐s ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ✭❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s
✷✷
✶✳✷ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
❡t✴♦✉ q✉❡ t ❡st ❣r❛♥❞✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❧✉s ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ t ❡t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ T(n) ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t
❡t ♣❧✉s F (t)−F (T(n)) ❡st ❣r❛♥❞✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣❧✉s ✐❧ ② ❛ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s ❡t ♣❧✉s 1− Fˆ (T(n))
❡st ❣r❛♥❞✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s❛♥s
❜✐❛✐s s❛✉❢ ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❉ès q✉❡ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ✉♥ t❡♠♣s t > T(n) ❡t s✐
T(n) ❡st ❝❡♥s✉ré✱ Fˆ (t) ❛ ✉♥ ❜✐❛✐s q✉✐ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❞❡ T(n) ❡t
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❡✉ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❡♥s✉ré❡s✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❛❝❤❡r♦♥s ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s
❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡
❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❛❧♦rs ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡✳
✶✳✷✳✸ ❈♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛✲
r✐❛❜❧❡s
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✳✷✮ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✱ ❙t✉t❡ ✭✶✾✾✸✮ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ❧❡
♠♦❞✐✜❡r ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ FX,Y ✿
FˆX,Y (x, y) =
n∑
i=1
Wi,n1Xi≤x,Ti≤y. ✭✶✳✸✮
❖♥ ❞é✜♥✐t ❛✉ss✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ♥♦♥ ♦❜s❡r✈é❡✱
F˜X,Y (x, y) =
n∑
i=1
W˜i,n1Xi≤x,Ti≤y,
♦ù W˜i,n = δi
(
n(1 − G(Ti−))
)−1
. ❖♥ ❡ss❛②❡r❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té s✬❡①♣r✐✲
♠❛♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ FˆX,Y ✱ ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞é♣❡♥❞❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ F˜X,Y ✳ ▲❡s
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ F˜X,Y ♣♦ssè❞❡♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♥❡ ♣❧✉s ❞é♣❡♥❞r❡ q✉❡ ❞❡ q✉❛♥t✐tés ✐✳✐✳❞✳✱ ❝❡ q✉✐
❧❡s r❡♥❞ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s à ✉t✐❧✐s❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ FˆX,Y à F˜X,Y
❡♥tr❛î♥❡ ✉♥ t❡r♠❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ q✉✐ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s q✉❛♥t✐tés
✐✳✐✳❞✳ ❡t ✉♥ t❡r♠❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r
♠✉❧t✐✈❛r✐é ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ♣❡rt✐♥❡♥t ❝❛r✱ s♦✉s ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✷✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r
✷✸
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
t♦✉t x ∈ X ❡t ♣♦✉r t♦✉t y ≤ τH ✿
E
[
F˜X,Y (x, y)
]
= E
[
δ1X≤x,T≤y(
1−G(T−))
]
= E
[
E
[
δ1X≤x,Y≤y(
1−G(Y−))
∣∣∣∣X,Y
]]
= E
[
1X≤x,Y≤y(
1−G(Y−))E [δ|X,Y ]
]
= FX,Y (x, y), ✭✶✳✹✮
♦ù ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✶✳✷✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ G ét❛✐t ❝♦♥♥✉✱ F˜X,Y s❡r❛✐t
✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r s❛♥s ❜✐❛✐s ❞❡ FX,Y s✉r X × [0, τH ]✳ ▼❛✐s ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❝❡♥s✉r❡ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❜✐❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬❡st✐♠❡r FX,Y ♣❛r FˆX,Y .
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✈♦✐r q✉❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s FˆX,Y ❡st ❝♦♥s✐st❛♥t✳ ❆ ♣❛rt✐r
❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ♥❡ ❞♦♥♥❡r♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝❡s rés✉❧t❛ts r❡st❛♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✈r❛✐s ♣♦✉r Fˆ ✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
❞❛♥s ❙t✉t❡ ❡t ❲❛♥❣ ✭✶✾✾✸✮✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ♣❧✉s ❢♦rt✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ✈❡rs ❧❛q✉❡❧❧❡
❝♦♥✈❡r❣❡ Fˆ ✭❛✉ s❡♥s ♣r❡sq✉❡ sûr✮✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❛❧♦rs q✉❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧✐♠✐t❡ ❡st ❜✐❡♥ é❣❛❧❡ à F ✳ P✉✐s ❝❡ rés✉❧t❛t ❛ été ét❡♥❞✉ à FˆX,Y ✱ ❞❛♥s ❙t✉t❡ ✭✶✾✾✸✮✳ ❈✬❡st ❝❡
❞❡r♥✐❡r rés✉❧t❛t q✉❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✐❝✐ ✭s❛♥s ❞♦♥♥❡r ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✮✱ ✐❧ ❡st ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
❧♦❣✐q✉❡ ❛✉ ❝❛s ✉♥✐✈❛r✐é✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ Y✱ FX,Y (x, {y}) = FX,Y (x, y)−
FX,Y (x, y−) ❡t ♦♥ ❞és✐❣♥❡r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ A ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡
H✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❙t✉t❡ ✭✶✾✾✸✮ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✶✳✷✳ ❙♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✶✳✶ ❡t ✶✳✷✱
sup
x,y
|FˆX,Y (x, y)− F¯X,Y (x, y)| p.s−→ 0,
♦ù
F¯X,Y (x, y) =


FX,Y (x, y), s✐ y < τH
FX,Y (x, τH−) + 1τH∈AFX,Y (x, {τH}), s✐ y ≥ τH .
✷✹
✶✳✷ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❙t✉t❡ ✭✶✾✾✸✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡✳ ❖♥
r❡♠❛rq✉❡ ❞♦♥❝ q✉❡ s✐ τG < τF ✱ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ♥✬❡st ♣❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rt♦✉t ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ❜✐❛✐s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♥é❣❛t✐❢ ❞❛♥s ❧❛ q✉❡✉❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧à✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X ❡t y ≥ τH = τG✱ FˆX,Y (x, y) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs F (x, τG)
q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à F (x, y)✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [τG, τF ] ❝❡ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ♥❛t✉r❡❧ ♣✉✐sq✉❡ ❛✉❝✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♥✬❡st
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✿ ❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❝❡♥s✉ré❡s✳
FˆX,Y ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐st❛♥t ♣♦✉r t♦✉t y ∈ [0, τH)✳ ❙✐ ♦♥ ✈❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ s✉r t♦✉t❡
❧❛ ❧✐❣♥❡ ré❡❧❧❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✭✶✳✶✮ ❀ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✶✳✹✱ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ à ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳
◆♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ●✐❧❧ ✭✶✾✽✸✮✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
(Fˆ−F )(1−F )−1 ❡t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❧♦✐s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s s♦✉s ❞✐✈❡rs❡s ❢♦r♠❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t
❡st é♥♦♥❝é t❡❧ q✉❡❧ ❞❛♥s ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●✐❧❧ ✭✶✾✽✸✮✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ s❡ ❞é❞✉✐t à ♣❛rt✐r
❞✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ●✐❧❧ ✭✶✾✽✸✮✳ P♦✉r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✱ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡
❧❡❝t❡✉r à ●✐❧❧ ✭✶✾✽✸✮✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t > 0✱ D[0, t] ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s s✉r [0, t]✱
❝♦♥t✐♥✉❡s à ❞r♦✐t❡ ❡t ❧✐♠✐té❡s à ❣❛✉❝❤❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✳ P♦✉r t♦✉t ♣r♦❝❡ss✉s W ✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r W T(n) ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛rrêté
W T(n)(t) =W (t ∧ T(n)) ❡t ♦♥ ♥♦t❡
ZF (t) =
Fˆ (t)− F (t)
1− F (t) ❡t CF (t) =
∫ t−
0
dF (t)(
1−H(t))(1− F (t)) .
✭✐✮ ❙♦✐t h ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r [0, τH ] t❡❧❧❡ q✉❡
lim
u→τH
∫ τH
u
h2(t)dCF (t) < +∞.
❆❧♦rs ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s
√
n(hZF )
T(n) ✱
√
n
∫
(hdZF )
T(n) ❡t
√
n
∫
(ZFdh)
T(n) ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡♥ ❧♦✐
s✉r D[0, τH ] r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s hZ
∞
F ✱
∫
(hdZF )
∞ ❡t
∫
(Z∞F dh)✱ ♦ù
Z∞F = B(CF ),
✷✺
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
B ❞és✐❣♥❛♥t ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ s✉r [0,+∞) ❡t
hZ∞F =
∫
(hdZF )
∞ +
∫
(Z∞F dh).
✭✐✐✮ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✿
lim
ε→∞
lim sup
n→∞
P
(
sup
t≤τH
1− Fˆ (t−)
1− F (t−) >
ε√
n
)
= 0 ❡t
lim
ε→∞
lim sup
n→∞
P
(
sup
t≤T(n)
1− F (t−)
1− Fˆ (t−) > ε
)
= 0. ✭✶✳✺✮
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ Wi,n ❡t W˜i,n✳ ■❧ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡
❝❡t é❝❛rt q✉✐ ♥♦✉s s❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳
▲❡♠♠❡ ✶✳✹✳ ❙♦✐t
CG(t) =
∫ t−
0
dG(s)(
1−H(s))(1−G(s)) .
❖♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t 0 ≤ α ≤ 1 ❡t ε > 0✱
|Wi,n − W˜i,n| ≤ Rn(α)W˜i,nCG(Ti)α(1/2+ε),
♦ù Rn(α) = OP (n
−α/2).
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r 0 ≤ α ≤ 1✱ ε > 0✱ ♦♥ é❝r✐t
Wi,n − W˜i,n = W˜i,nCG(Ti)α(1/2+ε)
(
ZG(Ti−)CG(Ti)−1/2−ε
)α(
ZG(Ti−)
)1−α 1−G(Ti−)
1− Gˆ(Ti−)
,
♦ù ZG(t) =
(
Gˆ(t)−G(t))(1−G(t))−1✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱
∣∣∣Wi,n − W˜i,n∣∣∣ ≤ W˜i,n sup
t≤T(n)
∣∣∣(CG(t)−1/2−εZG(t−))α ZG(t−)1−α∣∣∣ sup
t≤T(n)
(
1−G(t−)
1− Gˆ(t−)
)
CG(Ti)
α/2+αε.
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ❧❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸ ♣♦✉r Gˆ✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❞✬❛♣rès ✭✐✐✮✱
sup
t≤T(n)
1−G(t−)
1− Gˆ(t−) = OP (1)
❡t
sup
t≤T(n)
ZG(t−)1−α = OP (1).
✷✻
✶✳✷ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✭✐✮ ♣♦✉r h(t) = CG(t)−1/2−ε✱ ♦♥ ❛
sup
t≤T(n)
(
h(t)ZG(t−)
)
= OP (n
−1/2),
♣✉✐sq✉❡ ∫ τH
u
h2(t)dCG(t) =
∫ τH
u
CG(t)
−1−2εdCG(t) =
[
−CG(t)
−2ε
2ε
]τH
u
❡t ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❡st ✜♥✐❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❢❛✐t t❡♥❞r❡ u ✈❡rs τH ✳ ❈❡❝✐ t❡r♠✐♥❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❡s ✐♥st❛♥ts ❞❡ s❛✉ts ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡
❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s Wˆ (s) = (1−Gˆ(s−))−1 ❡t W˜ (s) = (1−G(s−))−1✳
❖♥ ❛✉r❛ ❛❧♦rs ❜❡s♦✐♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés✳ ▲❡ rés✉❧t❛t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛rté✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s q✉❛♥❞
♠ê♠❡ ❧✬é♥♦♥❝❡r✳
▲❡♠♠❡ ✶✳✺✳ P♦✉r t♦✉t 0 ≤ α ≤ 1 ❡t ε > 0✱ ♦♥ ❛
|Wˆ (s)− W˜ (s)| ≤ Rn(s)W˜ (s)CG(s)α(1/2+ε),
♦ù sups≤T(n) Rn(s) = OP (n
−α/2).
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r 0 ≤ α ≤ 1 ❡t ε > 0✱ ♦♥ ❛
Wˆ (s)− W˜ (s) = W˜ (s)C(s)α(1/2+ε)(ZG(s)C(s)−1/2−ε)α(ZG(s))1−α 1−G(s−)
1− Gˆ(s−) .
✭✐✮ ❡t ✭✐✐✮ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡
✶✳✹✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❞❡s ❝❧❛ss❡s
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✳ ◆♦✉s ❢❡r♦♥s ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧ ❛✉① ❱❈✲❝❧❛ss❡s✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡
❝❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❝♦✈❡r✐♥❣
♥✉♠❜❡r ❡t ❜r❛❝❦❡t✐♥❣ ♥✉♠❜❡r✳
✷✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
✶✳✸ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ●✐✈❡♥❦♦✲❈❛♥t❡❧❧✐ ❡t ❞❡ ❉♦♥s❦❡r
✶✳✸✳✶ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡
■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♠♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ♥♦s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✐ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♦❜t❡♥✐r
❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ■❝✐✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ à tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s
♣♦✉r q✉✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦✐t ●❧✐✈❡♥❦♦✲❈❛♥t❡❧❧✐ ♦✉ ❉♦♥s❦❡r✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ ❛✉① ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛❝❦❡t✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ❡t ❞❡ ❝♦✈❡r✐♥❣
♥✉♠❜❡r✳ ❈❡s ❞❡✉① ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ♥♦s ❝❧❛ss❡s
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ▲❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♥✉♠❜❡r N(ε,F , ‖ · ‖) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❞❡ r❛②♦♥ ε✱ {g : ‖g− f‖ ≤ ε}✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r r❡❝♦✉✈r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
F ✳
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s l ❡t u✱ ❧❡ ❜r❛❝❦❡t [l, u] r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f
t❡❧❧❡s q✉❡ l ≤ f ≤ u✳ ❯♥ ε✲❜r❛❝❦❡t ❡st ❧❡ ❜r❛❝❦❡t [l, u] t❡❧ q✉❡ ‖u−l‖ < ε✳ ▲❡ ❜r❛❝❦❡t✐♥❣ ♥✉♠❜❡r
N[ ](ε,F , ‖ · ‖) r❡♣rés❡♥t❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬ε✲❜r❛❝❦❡ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r r❡❝♦✉✈r✐r F ✳
P♦✉r t♦✉t❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ν ❡t ♣♦✉t t♦✉t p > 0✱ f ∈ F ✱ ♦♥ ♥♦t❡ ‖f‖p,ν =∫ |f(w)|pdν(w) ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ Lp(ν)✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φ ❡st ✉♥❡ ❡♥✈❡✲
❧♦♣♣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s F s✐ |f(w)| ≤ Φ(w) ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t
f ∈ F ✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❜r❛❝❦❡ts✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s F s❡r❛ ●❧✐✈❡♥❦♦✲❈❛♥t❡❧❧✐
s✐ ✿
N[ ]
(
ε,F , L1(ν)
)
<∞.
❆✈❡❝ ❧❡s ❝♦✈❡r✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉❡ F s♦✐t ●✐✈❡♥❦♦✲❈❛♥t❡❧❧✐ ❡st ❛❧♦rs ✿
sup
ν:‖Φ‖ν,1<∞
N
(
ε‖Φ‖ν,1,F , L1(ν)
)
<∞.
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ s✉r ❧❡s ❜r❛❝❦❡ts ♣♦✉r q✉❡ F s♦✐t ❉♦♥s❦❡r ❡st∫ ∞
0
√
logN[ ]
(
ε,F , L2(ν)
)
dε <∞.
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ F s❡r❛ ❉♦♥s❦❡r s✐∫ ∞
0
sup
ν:‖Φ‖ν,2<∞
√
logN
(
ε‖Φ‖ν,2,F , L2(ν)
)
dε <∞.
✷✽
✶✳✸ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ●✐✈❡♥❦♦✲❈❛♥t❡❧❧✐ ❡t ❞❡ ❉♦♥s❦❡r
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ❜r❛❝❦❡t✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ❡t ❧❡s ❝♦✈❡r✐♥❣
♥✉♠❜❡r ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ●❧✐✈❡♥❦♦✲
❈❛♥t❡❧❧✐ ♦✉ ❉♦♥s❦❡r✳
✶✳✸✳✷ ▲❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❱❛♣♥✐❦✲✟❈❡r✈♦♥❡♥❦✐s
❙♦✐t A ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t s♦✐t C ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ A✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ C
sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ {x1, . . . , xn} s✐ ❝❡ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡r✲
s❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ C ❡t {x1, . . . , xn}✱ ♦ù C ∈ C✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ C ♣✉❧✈ér✐s❡ {x1, . . . , xn} s✐ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡
s❡s 2n s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♣❡✉t êtr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✳ ▲❡ V C✲✐♥❞❡① V (C) ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ C
❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r n ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❛✉❝✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ❡st ♣✉❧✈ér✐sé ♣❛r C✳ ❖♥ ✈♦✐t
❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡t ✐♥❞❡① ❡st ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ✓ r✐❝❤❡ss❡ ✔ ❞❡ C✳ P❧✉s ✐❧ ❡st ❣r❛♥❞ ❡t ♣❧✉s
C ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳ ❖♥ ❞✐r❛ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ C ❡st ✉♥❡
❱❈✲❝❧❛ss❡ s✐ s♦♥ ✐♥❞❡① ❡st ✜♥✐✳
▲❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : A 7→ R ❡st ❧❡ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ A× R ❞é✜♥✐ ♣❛r
{(x, t) : t < f(x)}.
❙✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ F ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❱❈✲❝❧❛ss❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❛♥s A× R ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s F ❡st ✉♥❡ ❱❈✲❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs
V (F) ❧❡ ❱❈✲✐♥❞❡① ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ F ✳
▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡s ❝❧❛ss❡s rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳ ■❧ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡
❞✉ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ✭✈♦✐r ❱❛♥ ❞❡r ❱❛❛rt ❡t ❲❡❧❧♥❡r ✭✶✾✾✻✮✮✳ P♦✉r ✉♥❡ ❱❈✲❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
F ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ Φ✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ν✱ t♦✉t p ≥ 1✱
N
(
ε‖Φ‖ν,p,F , Lp(ν)
) ≤ KV (F)(16e)V (F)ε−p(V (F)−1),
♦ù K ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❡t 0 < ε < 1✳
❆✐♥s✐✱ s✐ Φ ❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡✱ ✉♥❡ ❱❈✲❝❧❛ss❡ s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ●❧✐✈❡♥❦♦✲❈❛♥t❡❧❧✐
t❛♥❞✐s q✉❡ s✐ Φ ❡st ❞❡ ❝❛rré ✐♥té❣r❛❜❧❡✱ ✉♥❡ ❱❈✲❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s❡r❛ ❉♦♥s❦❡r✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
❧❡s ❱❈✲❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ st❛❜✐❧✐té très ✉t✐❧❡s✳ ◆♦✉s
✷✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❱❛♥ ❞❡r ❱❛❛rt ❡t ❲❡❧❧♥❡r ✭✶✾✾✻✮ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s ❱❈✲❝❧❛ss❡s ❡t
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ✭✈♦✐r é❣❛❧❡♠❡♥t P❛❦❡s ❡t P♦❧❧❛r❞ ✭✶✾✽✾✮ ❡t ◆♦❧❛♥ ❡t P♦❧❧❛r❞ ✭✶✾✽✼✮✮✳
✶✳✹ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ s♦♠♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r
❛✐sé♠❡♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ E [ϕ(Y )]✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬❡st✐♠❡r ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❛♥s ❝❡♥s✉r❡✮✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✐❝✐ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❞é✜♥✐❡ s✉r R✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r∫
ϕ(t)dFˆ❡♠♣(t) =
1
n
n∑
i=1
ϕ(Yi),
s❡r❛ r❡♠♣❧❛❝é✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s✱ ♣❛r∫
ϕ(t)dFˆ (t) =
n∑
i=1
ϕ(Ti)Wi,n.
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❝✬❡st à ❝❡ t②♣❡ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡s ✓ ✐♥té❣r❛❧❡s
❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ✔✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s✳ ❈❡s ✐♥té❣r❛❧❡s s❡ r❡♥❝♦♥tr❡♥t ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❡♥
♣r❛t✐q✉❡✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ϕ(t) = tk ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ k ❞❡ ϕ
♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ϕ(t) = exp(itx)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳
▼❛✐s s✉rt♦✉t✱ ❝❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐✳✐✳❞✳ ❞❡s ϕ(Yi) ❡t
❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❛❧♦rs à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡s ❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s ❡t ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡✳
P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐✈❛✲
r✐é✳ P♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❞é✜♥✐❡ s✉r Rd × R✱ ♦♥ ❡st✐♠❡ E [ϕ(X,Y )] ♣❛r∫∫
ϕ(x, y)dFˆX,Y (x, y) =
n∑
i=1
ϕ(Xi, Ti)Wi,n.
▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸ r❡st❡ ✈r❛✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✳ ■❧ ❛ ❥✉st❡♠❡♥t été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t é♥♦♥❝é ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ϕ ❣é♥ér❛❧❡s✱
t❡❧❧❡s q✉❡
∫∫ |ϕ|dFX,Y < +∞✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❢♦♥t r❡♠❛rq✉❡r ❙t✉t❡ ❡t ❲❛♥❣ ✭✶✾✾✸✮✱ ✐❧ ❡st ♠ê♠❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡ rés✉❧t❛t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r t♦✉t❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡r❛
F ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♠♣♦s❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r
✸✵
✶✳✹ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ F ✿ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ✐❝✐ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ●❧✐✈❡♥❦♦✲❈❛♥t❡❧❧✐✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t
s✉✐✈❛♥t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✻✳ ❙♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✶✳✶ ❡t ✶✳✷✱ s✐ F ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ●❧✐✈❡♥❦♦✲❈❛♥t❡❧❧✐
❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ Φ t❡❧❧❡ q✉❡ E [Φ(X,Y )] <∞✱ ♦♥ ❛ ✿
sup
ϕ∈F
∣∣∣∣
∫∫
ϕ(x, y)dFˆX,Y (x, y)−
∫∫
ϕ(x, y)dF¯X,Y (x, y)
∣∣∣∣ p.s.−→ 0, ✭✶✳✻✮
♦ù
F¯X,Y (x, y) =


FX,Y (x, y), s✐ y < τH ,
FX,Y (x, τH−) + 1τH∈AFX,Y (x, {τH}), s✐ y ≥ τH .
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✭✶✳✶✮ ♣♦✉r s✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡∫∫
ϕdFˆX,Y ♣♦✉r y ≥ τH ✭❡t é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ 1 ❞❡ Φ ❡st
✜♥✐✮✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✱ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❢♦♥t
✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s s♦♠♠❡s ❞❡ t❡r♠❡s ♥♦♥ ✐✳✐✳❞✳✱ ❝❡ q✉✐ ❧❡s r❡♥❞ ❞✐✣❝✐❧❡s à ♠❛♥✐♣✉❧❡r✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à FˆX,Y ♣❛r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à F˜X,Y ✱ ❝❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❢❛✐s❛♥t ❛❧♦rs ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✐✳✐✳❞✳ ▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ FˆX,Y à
F˜X,Y r❛❥♦✉t❡ ❞❡s t❡r♠❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡s
t❡r♠❡s ❡st ✐✳✐✳❞✳ ❡t ❧❡ r❡st❡ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
✐✳✐✳❞✳ ❞é❝♦✉❧❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✳ ❈✬❡st
❙t✉t❡ ✭✶✾✾✻✮ ✭❙t✉t❡ ✭✶✾✾✺✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ✉♥✐✈❛r✐é✮ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r q✉✐ é♥♦♥❝❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐✳✐✳❞✳
❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r t♦✉t❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ♥♦✉s ❞❡✈r♦♥s ❞♦♥❝ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❞✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❙t✉t❡ ✭✶✾✾✺✮✱ ♦♥
❞é❝♦♠♣♦s❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ϕ q✉✐ s✬❛♥♥✉❧❡♥t
❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ τH ♣✉✐s ♦♥ ét❡♥❞ ❝❡ rés✉❧t❛t s✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ré❡❧❧❡✳ P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❙á♥❝❤❡③ ❙❡❧❧❡r♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ q✉✐ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❱❈✲
❝❧❛ss❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s r❛❥♦✉t♦♥s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ rés✉❧t❛t
✜♥❛❧✳
✸✶
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
✶✳✹✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐✳✐✳❞✳ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✬❛♥♥✉❧❛♥t
❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ τH
❆✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ♥♦tr❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡
♥❡ s♦✐t ♣❛s tr♦♣ ✓ r✐❝❤❡ ✔ ❡t ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❚❈▲ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r❡♥❞r❡
✉♥❡ ❱❈✲❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ s✬❛♥♥✉❧❡♥t ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ τH ✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ s♦✐t
✉♥❡ ❱❈✲❝❧❛ss❡ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❚❈▲ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣♦✉r ϕ(X,Y ) ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡
❝❡♥s✉r❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✬❛♥♥✉❧❡♥t ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ τH ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
ϕ ❞❡ F ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ τ < τH t❡❧ q✉❡ ϕ(x, y) = 0 ♣♦✉r t♦✉t y > τ ✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛❧♦rs q✉❡∫∫
ϕ(x, y)dFˆ (x, y) =
∫∫ τ
0
ϕ(x, y)dFˆ (x, y)
❡t ♦♥ s❡ ♣ré♠✉♥✐❡ ❛✐♥s✐ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r y > τ ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♥✬❛ ♠ê♠❡
♣❧✉s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r ✭✶✳✶✮✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❙á♥❝❤❡③ ❙❡❧❧❡r♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✳
❊♥✜♥✱ ♣♦✉r é♥♦♥❝❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡✱ ♦♥ ❛ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡
t♦✉t❡s ♥♦s ❢♦♥❝t✐♦♥s ϕ ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ 2✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✼✳ ❙♦✐t F ✉♥❡ ❱❈✲❝❧❛ss❡ ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ Φ ❞❡ ❝❛rré ✐♥té❣r❛❜❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡
∃τ < τH : Φ(x, y) = 0,∀y > τ. ✭✶✳✼✮
❙♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✶✳✶ ❡t ✶✳✷✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ϕ ∈ F ✿
∫∫
ϕ(x, y)dFˆX,Y (x, y) =
∫∫
ϕ(x, y)dF˜X,Y (x, y)+
1
n
n∑
i=1
γ1(Ti)(1−δi)− 1
n
n∑
i=1
γ2(Ti)+Rn(ϕ),
♦ù
γ1(t) =
1
1−H(t)
∫∫ τH
t+
ϕ(x,w)dFX,Y (x,w),
γ2(t) =
∫∫ τH
0
ϕ(x,w)CG(t ∧ w)dFX,Y (x,w),
CG(t) =
∫ t−
0
dG(y)(
1−H(y))(1−G(y))
❡t supϕ∈F |Rn(ϕ)| = OP
(
n−1(log n)3
)
✳
✸✷
✶✳✹ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
P♦✉r ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❝❡ ❚❤é♦rè♠❡✱ ✈♦✐r ❙á♥❝❤❡③ ❙❡❧❧❡r♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡ss❛②❡r ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ✉♥ ♣❡✉ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr♦✐s t❡r♠❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡
♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❞❡ ϕ ♦ù ❧✬♦♥ ❛ r❡♠♣❧❛❝é FˆX,Y ♣❛r
F˜X,Y ✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ ✿
∫∫
ϕ(x, y)dF˜X,Y (x, y) =
1
n
n∑
i=1
ϕ(Xi, Ti)δi
n
(
1−G(Ti−)
) = 1
n
n∑
i=1
ϕ(Xi, Yi)δi
n
(
1−G(Yi−)
)
❡t ❞♦♥❝ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡ t❡r♠❡ ♥❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r q✉❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ✐✳✐✳❞✳✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡
❞é♠❛r❝❤❡ q✉❡ ♣♦✉r ✭✶✳✹✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
E
[∫∫
ϕ(x, y)dF˜X,Y (x, y)
]
= E
[
ϕ(X,Y )(
1−G(Y−))E [δ|X,Y ]
]
=
∫∫
ϕ(x, y)dFX,Y (x, y).
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✭✶✳✹✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✐❝✐ ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ s✉r t♦✉t Y✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❝✐ ❡st ❞û à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✼✮ q✉✐ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ϕ s✬❛♥♥✉❧❡ ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ τ ✳
P♦✉r ❧❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r γ1 ❡t γ2✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬✐❧s r❡♣rés❡♥t❡♥t
✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✐✳✐✳❞✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡
❡s♣ér❛♥❝❡✳
❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱
E [γ1(T )(1− δ)] = E [γ1(C)(1− δ)]
= E
[
γ1(C)E [1− δ|C]
]
= E
[
γ1(C)
(
1− F (C))]
= E
[ 1
1−G(C)
∫∫ τH
C+
ϕ(x,w)dFX,Y (x,w)
]
=
∫∫ τH
v+
ϕ(x,w)dFX,Y (x,w)dG(v)
1−G(v) .
✸✸
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
❊t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
E [γ2(T )] =
∫∫ τH
0
E [1v<T ]1v<wϕ(x,w)dFX,Y (x,w)dG(v)(
1−H(v))(1−G(v))
=
∫∫ τH
0
1v<wϕ(x,w)dFX,Y (x,w)dG(v)
1−G(v)
=
∫∫ τH
v+
ϕ(x,w)dFX,Y (x,w)dG(v)
1−G(v) .
❈♦♠♠❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✽✳ ❙♦✐t ϕ ∈ F ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈ér✐✜❛♥t ✭✶✳✼✮✳ ❙♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✶✳✶ ❡t ✶✳✷✱ ♦♥
❛ ✿
√
n
(∫∫
ϕ(x, y)dFˆX,Y (x, y)−
∫∫
ϕ(x, y)dFX,Y (x, y)
)
L−→ N (0, σ2),
♦ù σ2 = Var{ϕ(X,T )δ(1 − G(T−))−1 + (1 − δ)γ1(T ) − γ2(T )} ❡t γ1✱ γ2 ♦♥t été ❞é✜♥✐s ❛✉
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✼✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s γ1 ❡t γ2 q✉✐ ♥♦✉s s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ♣❛r ❧❛
s✉✐t❡ ❡t ✈♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❡st✐♠❡r σ2✳ ❖♥ ♥♦t❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
γ0(t) = exp
{∫ t−
0
dH˜0(y)
1−H(y)
}
,
♦ù
H˜0(t) = P(T ≤ t, δ = 0).
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ Y ❡t C q✉✬♦♥ ❛ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt
H˜0(t) = E
[
1C≤tE [1Y >C |C]
]
= E
[
1C≤t
(
1− F (C))] = ∫ t
0
(
1− F (y))dG(y)
❡t ❞♦♥❝
γ0(t) = exp
{∫ t−
0
(
1− F (y))dG(y)
1−H(y)
}
= exp
{[
− log (1−G(y))]t−
0
}
=
1
1−G(t−) .
❖♥ ♥♦t❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
H˜11(x, y) = P(X ≤ x, T ≤ y, δ = 1)
= E
[
1X≤x1Y≤yE[1Y≤C |X,Y ]
]
=
∫ x
0
∫ y
0
(
1−G(w−))dFX,Y (v, w),
✸✹
✶✳✹ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
♦ù ❧✬♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✷ ♣♦✉r ♣❛ss❡r à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❛❧♦rs q✉✬♦♥ ❛
1
1−H(t)
∫∫
1t≤wϕ(x,w)γ0(w)dH˜
11(x,w)
=
1
1−H(t)
∫∫
1t≤wϕ(x,w)γ0(w)(1−G(w−)
)
dFX,Y (x,w)
= γ1(t)
❡t ∫∫
1v<t,v<wϕ(x,w)γ0(w)(
1−H(v))2 dH˜0(v)dH˜11(x,w)
=
∫∫
1v<t,v<wϕ(x,w)γ0(w)(
1−H(v))2
(
1− F (v))dG(v)(1−G(w−))dFX,Y (x,w)
=
∫∫
1v<t,v<wϕ(x,w)(
1−H(v))(1−G(v))dG(v)dFX,Y (x,w)
= γ2(t).
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ σ2 ❡♥ ❡st✐♠❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t γ0, γ1 ❡t γ2
♣❛r ✿
γn0 (t) = exp
{∫ t−
0
dH˜0n(y)
1−Hn(y)
}
,
γn1 (t) =
1
1−Hn(t)
∫∫
1t≤wϕ(x,w)γ
n
0 (w)dH˜
11
n (x,w),
γn2 (t) =
∫∫
1v<t,v<wϕ(x,w)γ
n
0 (w)(
1−Hn(v)
)2 dH˜0n(v)dH˜11n (x,w), ✭✶✳✽✮
♦ù
H˜0n(t) =
1
n
n∑
i=1
1Ti≤t,δi=0,
H˜11n (x, y) =
1
n
n∑
i=1
1Xi≤x,Ti≤y,δi=1 ❡t
Hn(t) =
1
n
n∑
i=1
1Ti≤t.
❖♥ ❡st✐♠❡ ❛❧♦rs σ2 ♣❛r σˆ2✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
σˆ2 =
1
n
n∑
i=1
[
ψˆ(δi, Xi, Ti, ϕ)− 1
n
n∑
i=1
ψˆ(δi, Xi, Ti, ϕ)
]2
,
✸✺
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
♦ù
ψˆ(δ,X, T, ϕ) = δγn0ϕ(X,T ) + γ
n
1 (Ti)(1− δi)− γn2 (Ti).
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐✳✐✳❞✳ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬♦♥ ❛✱ s♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✼✱∫∫
ϕ(x, y)dFˆX,Y (x, y) =
∫∫
ϕ(x, y)dF˜X,Y (x, y) +
∫ ∫ τ0
y
∫
X ϕ(x,w)dFX,Y (x,w)dM¯
G(y)
1−H(y)
+ R˜n(φ), ✭✶✳✾✮
♦ù
M¯G(y) =
1
n
n∑
i=1
MGi (y),
MGi (y) = (1− δi)1Ti≤y −
∫ y
0
1Ti≥wdG(w)
1−G(w−)
❡t supφ∈F |R˜n(φ)| = Op.s.((log n)3n−1)✳ ❉❡ ♣❧✉s MGi (y) ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛
✜❧tr❛t✐♦♥ {σ(Ti1Ti≤y, δi1Ti≤y), y ≥ 0}✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✼ ❡t ❞❛♥s ✭✶✳✾✮ s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t é❣❛✉①✳ ▼ê♠❡ s✐ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✼✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♥♦✉s s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣♦✉r
❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡♥❣❧❛rt✳
P♦✉r t❡r♠✐♥❡r✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐✳✐✳❞✳ ❞❡ ●✐❥❜❡❧s ❡t ❱❡r❛✈❡r❜❡❦❡
✭✶✾✾✶✮ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ Gˆ(t) ❡t G(t)✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡ rés✉❧t❛t s❡ ❞é❞✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡
✭✶✳✾✮ ✭❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥❞❡①é❡s ♣❛r t ❧❡s
✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡s {1y≤t, t ≤ τ}✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✾✳ ❙♦✐t τ < τH ✱ ♦♥ ❛ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✐✳✐✳❞✳ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Gˆ(t)−G(t)
1−G(t) =
1
n
n∑
j=1
ηt(Tj , δj) + R˜1n(t),
♦ù supt≤τ |R˜n(t)| = Op.s.(n−1 log n) ❡t
ηt(T, δ) =
(1− δ)1T≤t
1−H(T−) −
∫ t
0
1T≥sdG(s)(
1−H(s−))(1−G(s−)) .
✸✻
✶✳✹ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ηt s♦♥t ✐✳✐✳❞✳ ❡t ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♥✉❧❧❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱
E
[
(1− δ)1T≤t
1−H(T−)
]
= E
[
(1− δ)1C≤t
1−H(C−)
]
= E
[
1C≤t
1−H(C−)E
[
(1− δ)|C]]
= E
[
1C≤t
1−G(C−)
]
,
♣✉✐sq✉❡✱ ❞✬❛♣rès ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✷✱ E
[
(1− δ)|C] = 1− F (C−)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
E
[∫ t
0
1T≥sdG(s)(
1−H(s−))(1−G(s−))
]
=
∫ t
0
dG(s)
1−G(s−)
❡t ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, τH ]✱
E
[
ηt(T, δ)
]
= 0.
✶✳✹✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐✳✐✳❞✳ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧
❙❛♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✼✮✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s r❛❥♦✉t❡r ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♥✬❡st
♣❛s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ ❡t ♣❛r❛ît ♠ê♠❡ êtr❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✐❝✐✳ ◗✉❛♥t à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ ❡❧❧❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡
♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ 1 ❞❡ Φ ✿ ❡❧❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬ét❡♥❞r❡ ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t s✉r t♦✉t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ré❡❧✳
❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✸✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
∫∫ τH
0
Φ2(x, y)dFX,Y (x, y)
1−G(y−) < +∞.
❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✹✳ ❙♦✐t η > 0✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
∫∫ τH
0
|Φ(x, y)|C1/2+ηG (y)dFX,Y (x, y) < +∞.
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✵✳ ❙♦✐t F ✉♥❡ ❱❈✲❝❧❛ss❡ ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ Φ✳ ❙♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✶✳✶✲✶✳✹ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs✱
♣♦✉r t♦✉t ϕ ∈ F ✿
∫∫
ϕ(x, y)dFˆX,Y (x, y) =
∫∫
ϕ(x, y)dF˜X,Y (x, y)+
1
n
n∑
i=1
γ1(Ti)(1−δi)− 1
n
n∑
i=1
γ2(Ti)+Rn(ϕ),
♦ù supϕ∈F |Rn(ϕ)| = oP
(
n−1/2
)
❡t γ1✱ γ2 ♦♥t été ❞é✜♥✐s ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✼✳
✸✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❞❛♥s ❙t✉t❡ ✭✶✾✾✺✮ ♣♦✉r
❧❡ ❝❛s ✉♥✐✈❛r✐é ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ✳ ▲✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✸ s❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❛✐sé♠❡♥t ✿ ❡❧❧❡ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞ ❥✉st❡ à ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❝❡♥s✉ré ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ♣♦✉r Φ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
s❛♥s ❝❡♥s✉r❡✳ ❊❧❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ✐❝✐ ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ❡t ✐❧ s❡r❛ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❝❡tt❡
❤②♣♦t❤ès❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳
❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✹ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à ✐♥t❡r♣rét❡r✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱
❝✬❡st ❣râ❝❡ à ❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ♥♦✉s ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✼ s✉r t♦✉t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ré❡❧✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ ❡t ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡✳ ❆ ❧✬♦r✐✲
❣✐♥❡✱ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ✱ ❙t✉t❡ ✭✶✾✾✻✮ ✭♦✉ ❙t✉t❡ ✭✶✾✾✺✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ✉♥✐✈❛r✐é✮
✉t✐❧✐s❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿∫∫ τH
0
|ϕ(x, y)|C1/2G (y)dFX,Y (x, y) < +∞, ✭✶✳✶✵✮
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛✐t ❞♦♥❝ à ♥♦tr❡ ❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✹ ♣♦✉r η = 0✳ ■❧ ❞♦♥♥❛✐t ❛❧♦rs ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡♣r❡♥❞r❡ ✐❝✐✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
CG(y) ≤ 1
1− F (y)
∫ y
0
dG(t)(
1−G(t))2 =
1
1− F (y)
[
1
1−G(t)
]y
0
=
1
1−H(y) ,
❡t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❙t✉t❡ ✭✶✾✾✻✮ s❡r❛ ❛❧♦rs ✈ér✐✜é❡ s✐∫∫ τH
0
|ϕ(x, y)|dFX,Y (x, y)(
1−H(y))1/2 < +∞.
P♦✉r ❝❧❛r✐✜❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s
1− F ∼ c(1−G)β, ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ τH , ✭✶✳✶✶✮
♣♦✉r c > 0 ❡t β > 0✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ✈ér✐✜é❡ s✐∫∫ τH
0
|ϕ(x, y)|dFX,Y (x, y)(
1− F (y))α/β < +∞,
♦ù α = (1+ β)/2✳ ❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❡♥ ♣❧✉s q✉❡ ϕ ❡st ❜♦r♥é❡ ✭♠❛✐s ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à s✉♣♣♦rt
❜♦r♥é✮ ❛❧♦rs✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ u =
(
1 − F (y))✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡
❡st ✿ ∫ 1
0
du
u
1+β
2β
< +∞,
✸✽
✶✳✹ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
q✉✐ s❡r❛ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✈ér✐✜é❡ s✐ β > 1✳
❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✮ s❡r❛ ✈ér✐✜é❡ s✐ ✭✶✳✶✶✮ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r β > 1 ✭s♦✉s rés❡r✈❡ q✉❡ ϕ
s♦✐t ❜♦r♥é❡✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✐♥t❡r♣rét❡r ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡
❧❛ ❝❡♥s✉r❡ ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✿ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ F ❛✐t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐❞s q✉❡ G ❛✉
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ τH ✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛✈♦✐r s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r F
❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
◗✉❛♥t à ♥♦tr❡ ❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✹✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❙t✉t❡ ✭✶✾✾✻✮✱
♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♠♦✐♥❞r❡ ♠❡s✉r❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r η ❛✉ss✐ ♣❡t✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t✳
P♦✉r t❡r♠✐♥❡r✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Φ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✼✮✱ ♦♥
❛ ✿∫∫ τH
0
Φ2(x, y)dFX,Y (x, y)
1−G(y−) =
∫∫ τ
0
Φ2(x, y)dFX,Y (x, y)
1−G(y−) ≤
1
1−G(τ)
∫∫ τ
0
Φ2(x, y)dFX,Y (x, y)
❡t ∫∫ τH
0
|Φ(x, y)|C1/2+ηG (y)dFX,Y (x, y) ≤
1(
1−H(τ))1/2+η
∫∫ τ
0
|Φ(x, y)|dF (x, y).
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧à✱ ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✶✳✸ ❡t ✶✳✹ r❡✈✐❡♥♥❡♥t ❛❧♦rs à s✉♣♣♦s❡r q✉❡ Φ ❡st ❞❡ ❝❛rré
✐♥té❣r❛❜❧❡✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✈ér✐✜❛♥t
✭✶✳✼✮ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✵✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✼✳
❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✵ ❡st ✈ér✐✜é ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
{ϕ(x, y)1y≤τ , ϕ ∈ F}✳ ❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ t❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r
❢❛✐r❡ t❡♥❞r❡ ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ τ ✈❡rs τH ❡t ♦❜t❡♥✐r ❛✐♥s✐ ♥♦tr❡ t❤é♦rè♠❡ s✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ré❡❧❧❡✳
❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳
▲❡♠♠❡ ✶✳✶✶✳ ❙♦✐t Pn(t, ϕ) ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ✐♥❞❡①é ♣❛r t ∈ [0, τH ] ❡t ϕ ∈ F ✳ P♦✉r t♦✉t τ < τH ✱
♦♥ ❞é✜♥✐t Rn(τ, ϕ) = Pn(τH , ϕ)−Pn(τ, ϕ)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t τ < τH ✱ t♦✉t ϕ ∈ F ✱ ♦♥ ❛
Pn(·, ϕ) L−→W
(
Vϕ(·)
)
s✉r D[0, τ ] ✭✶✳✶✷✮
♦ù W (Vϕ) ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Vϕ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿
✸✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
✭✐✮ limτ→τH Vϕ(τ) = Vϕ(τH) ❡t supϕ∈F |Vϕ(τH)| < +∞✱
✭✐✐✮ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Zn ❡t ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s Gn ❡t G t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
|Rn(τ, ϕ)| ≤ ZnGn(τ),
Zn = OP (1)✱ Gn(τ) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs G(τ) ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❛♥❞ n t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❡t
limτ→τH G(τ) = 0✳
❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛
Pn(τH , ϕ)
L−→ N (0, Vϕ(τH)).
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ✐❝✐ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❆✳✶✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ✭✶✳✶✷✮✱
q✉❛♥t à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛✈♦✐r
∣∣W (Vϕ(1))−W (Vϕ(1− η))∣∣ L−→
η→0
0
♣♦✉r t♦✉t ϕ ∈ F ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✈r❛✐✳ ■❧ ♥❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉s q✉✬à ♠♦♥tr❡r
lim
τ→τH
lim sup
n→∞
P
(
sup
τ≤t≤τH
sup
ϕ∈F
Rn(t, ϕ) ≥ ε
)
= 0, ∀ε > 0.
P♦✉r t♦✉t M > 0✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
P
(
sup
τ≤t≤τH
sup
ϕ∈F
Rn(t, ϕ) ≥ ε
)
≤ P (ZnGn(τ) ≥ ε)
≤ P(Gn(τ) ≥ ε/M)+ P (Zn ≥M) ,
≤ P(|Gn(τ)−G(τ)| ≥ ε/M −G(τ))+ P (Zn ≥M) ,
♦ù ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ Gn à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡✳ P✉✐sq✉❡ Gn(τ) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs G(τ)
❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❛♥❞ n t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♦♥ ❛ ✿
lim sup
n→∞
P
(|Gn(τ)−G(τ)| ≥ ε/M −G(τ)) ≤ 1ε/M−G(τ)≤0.
❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ τ t❡♥❞ ✈❡rs τH ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝
lim
τ→τH
lim sup
n→∞
P
(|Gn(τ)−G(τ)| ≥ ε/M −G(τ)) = 0.
✹✵
✶✳✹ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
lim
M→∞
lim sup
n→∞
P(Zn ≥M) = 0,
♣✉✐sq✉❡ Zn = OP (1)✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
◆♦✉s s♦♠♠❡s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✵✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✵✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✿
Pn(t, ϕ) =
√
n
∫∫ t
0
ϕ(x, y)d
(
Fˆ − F˜ )(x, y).
P✉✐sq✉❡ ♣♦✉r t♦✉t τ < τH ✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s Fτ = {ϕ(x, y)1y≤τ , ϕ ∈ F} ❡st ✉♥❡ ❱❈✲❝❧❛ss❡
❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ Φ(x, y)1y≤τ ✱ ♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✼ ✿
Pn(·, ϕ) L−→W
(
Vϕ(·)
)
s✉r D[0, τ ],
♦ù W
(
Vϕ
)
❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
Vϕ(t) = Var
{
ϕ(X,T )δ
1−G(T−)1T≤t + (1− δ)γ1(T )− γ2(T )
}
.
■❧ ♥❡ ♥♦✉s r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✶✳✶✶ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❍②♣♦t❤ès❡
✶✳✸✱ supϕ∈F |Vϕ(τH)| < +∞ ✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ♣♦s❡
Rn(τ, ϕ) = Pn(τH , ϕ)− Pn(τ, ϕ)
=
√
n
∫∫ τH
τ+
ϕ(x, y)d
(
Fˆ − F˜ )(x, y)
=
√
n
n∑
i=1
(Wi,n − W˜i,n)ϕ(Xi, Ti)1τ<Ti≤τH
❡t ♦♥ ❛ ❛❧♦rs✱
|Rn(τ, ϕ)| ≤ ZnGn(τ),
♦ù
Zn =
√
n sup
1≤i≤n
∣∣∣∣∣ Wi,n − W˜i,nW˜i,nCG(Ti)1/2+η
∣∣∣∣∣
❡t
Gn(τ) =
n∑
i=1
W˜i,nϕ(Xi, Ti)CG(Ti)
1/2+η
1τ<Ti≤τH .
✹✶
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✶✳✹✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t Zn = OP (1)✳ ❉❡ ♣❧✉s Gn ❡st ❜✐❡♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t
Gn(τ)
P−→ G(τ) := E
[
ϕ(X,Y )CG(Y )
1/2+η
1τ<Y≤τH
]
.
❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ q✉❛♥t✐té ❡st ❜✐❡♥ ✜♥✐❡ ❞✬❛♣rès ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✹✱ ❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡
❡t limτ→τH G(τ) = 0✳
❊♥✜♥✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬é♥♦♥❝❡r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐✲
♠✐t❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ t♦✉t❡❢♦✐s q✉✬✐❝✐✱
E
[∫∫
ϕ(x, y)dF˜X,Y (x, y)
]
=
∫∫ τH
0
ϕ(x, y)dFX,Y (x, y)
=
∫∫
ϕ(x, y)dF¯X,Y (x, y).
❙❛♥s ❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ✐❧ s❡r❛ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ s✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡
ré❡❧❧❡ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à FX,Y ✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ✐❝✐✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡
q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✳ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs
∫∫
ϕ(x, y)dFX,Y (x, y) ❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✶✷✳ ❙♦✐t ϕ ∈ F ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✶✳✸ ❡t ✶✳✹✳ ❙♦✉s ❧❡s ❍②♣♦✲
t❤ès❡s ✶✳✶ ❡t ✶✳✷✱ ♦♥ ❛ ✿
√
n
(∫∫
ϕ(x, y)dFˆX,Y (x, y)−
∫∫
ϕ(x, y)dF˜X,Y (x, y)
)
L−→ N (0, σ2),
♦ù σ2 = Var{ϕ(X,T )δ(1 − G(T−))−1 + (1 − δ)γ1(T ) − γ2(T )} ❡t γ1✱ γ2 ♦♥t été ❞é✜♥✐s ❛✉
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✼✳
✹✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s
❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉ ❡t ♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡
✉♥✐q✉❡
❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥ ❝❡♥s✉ré❡s ❡t ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s
❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té✱ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥✳ P✉✐s ♥♦✉s
r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs q✉✐ ♥♦✉s ❛♠è♥❡♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✉ ✓ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✔✳ P❛r♠✐ ❝❡s rés✉❧t❛ts ♥♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬❊✐♥♠❛❤❧ ❡t ▼❛s♦♥ ✭✷✵✵✺✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥
ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣❛❧❧✐❡r ❧❡ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ P✉✐s✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ♣rés❡♥té
q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❧✬✐♥térêt ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❛
❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛
❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦①✳
✹✸
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡
✷✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉①
✷✳✶✳✶ ❯♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té
❙♦✐❡♥t X1, . . . , Xn✱ n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ X ∈ X ✱ ♦ù X
❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ Rd✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡X ❛ ♣♦✉r ❞❡♥s✐té fX ✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡
❞❡ ❝❡♥s✉r❡s✱ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✻✮ ♣r♦♣♦s❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ fX ✱ ♣✉✐s P❛r③❡♥
✭✶✾✻✷✮ ❧❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r ✜♥❛❧❡♠❡♥t à ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ P❛r③❡♥✲❘♦s❡♥❜❧❛tt✱
❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
fˆX(x) =
1
nhd
n∑
i=1
K
(
x−Xi
h
)
, ✭✷✳✶✮
♦ù h > 0 ❡st ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❡t K : R → R ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❜❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ∫ K(u)du = 1✱
❛♣♣❡❧é❡ ♥♦②❛✉✳ ❈❡s ❞❡✉① ❛✉t❡✉rs ♦♥t ét✉❞✐é ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r✱ ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t s❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡t s❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✭✈♦✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✼✶✮✮✳ ❉❛♥s ❧❛
s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥✳ ❉❡ ♣❛r ❧❡✉r
é❝r✐t✉r❡✱ ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♣♦ssè❞❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés ❡t s✬ét✉❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡
fˆX ✳ ▲❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❛♥s Lq, 0 < q ≤ ∞ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❙t♦♥❡ ✭✶✾✽✷✮✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ❞❛♥s L∞ à ✉♥ log ♣rès✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ tr♦✉✈❡r ❞✬❛✉tr❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ✓ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ✔ E [ψ(Y )|X] ✭ψ ❡st
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❜♦r♥é❡✮✱ ❞❛♥s ❊✐♥♠❛❤❧ ❡t ▼❛s♦♥ ✭✷✵✵✵✮✳ ❉❡❤❡✉✈❡❧s ❡t ▼❛s♦♥ ✭✷✵✵✹✮
ét✉❞✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐s❡♥t ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❚♦✉s ❝❡s t②♣❡s ❞❡
rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❢♦♥t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❡t ♥é❝❡ss✐t❡♥t
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❚❛❧❛❣r❛♥❞ ✭✶✾✾✹✮✳
▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❊✐♥♠❛❤❧ ❡t ▼❛s♦♥ ✭✷✵✵✺✮✱ très ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦s ré✲
s✉❧t❛ts✱ s♦♥t r❛♣♣❡❧és ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ ❧❛ ❢❡♥êtr❡✱ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❛✐♥s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❛❞❛♣t❛✲
t✐✈❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ♣♦✉✈❛♥t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♣❡✉✈❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
s✬✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r t♦✉t t②♣❡ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉r à ♥♦②❛✉①✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✳
✹✹
✷✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉①
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s à ♣rés❡♥t ✉♥ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t é❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉①✳
P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛rté✱ ♥♦✉s ♥❡ ❧✬é♥♦♥ç♦♥s q✉❡ ♣♦✉r fˆX ♠❛✐s ❝❡ rés✉❧t❛t s❡ ✈ér✐✜❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r
t♦✉t t②♣❡ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉r à ♥♦②❛✉①✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡
❞❡ fˆX q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✓ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✔✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛
❧❡ r❡tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❇♦sq ❡t ▲❡❝♦✉tr❡ ✭✶✾✾✼✮ ♦✉ ❚s②❜❛❦♦✈ ✭✷✵✵✹✮ ✭s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ✉♥✐✈❛r✐é ♣♦✉r
❝❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ré❢ér❡♥❝❡✮✱ ❝❡s ❞❡✉① ❧✐✈r❡s ❞♦♥♥❛♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ K : R → R ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞✬♦r❞r❡ k ≥ 1 s✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s u 7→
ujK(u), j = 0, 1, . . . , k s♦♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡s ❡t s✐∫
K(u)du = 1,
∫
ujK(u)du = 0, j = 1, . . . , k − 1, ♣♦✉r k ≥ 2.
▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜✐❛✐s✲✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ r✐sq✉❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐
♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❙♦✐t K ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞✬♦r❞r❡ β ≥ 1✱ t❡❧ q✉❡ ∫ K2(u)du < +∞✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡
♣❧✉s q✉❡ fX ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ à ❧✬♦r❞r❡ β ❡t ❞❡ β
è♠❡ ❞ér✐✈é❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
sup
x∈X
E
[(
fˆX(x)− fX(x)
)2]
= O
(
h2β
)
+O
(
1
nhd
)
,
q✉❛♥❞ n→∞✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❜✐❛✐s ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛
❢❡♥êtr❡ h ❛ ✉♥ rô❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ♦♥ ❛ ❡♥✈✐❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r
h ♣❡t✐t ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❜✐❛✐s t❡♥❞❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✈❡rs ③ér♦ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ ❡♥✈✐❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥
h ❣r❛♥❞ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ s♦✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r h ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t
❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❜✐❛✐s✲✈❛r✐❛♥❝❡✳ ➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♠♣♦s❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s✉r h
♣♦✉r q✉❡ ❧❡ r✐sq✉❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ t❡♥❞❡ ✈❡rs 0 ✿ h→ 0 ❡t nhd →∞ q✉❛♥❞ n→∞✳
❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ r✐sq✉❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r
h = Cn
− 1
2β+d ✱ ♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣❧✐❝✐té❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t
s✉✐✈❛♥t✳
✹✺
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✸✳ ❙♦✐t K ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞✬♦r❞r❡ β ≥ 1✱ t❡❧ q✉❡ ∫ K2(u)du < +∞✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡
♣❧✉s q✉❡ fX ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ à ❧✬♦r❞r❡ β ❡t ❞❡ β
è♠❡ ❞ér✐✈é❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ P♦✉r h = O
(
n
− 1
2β+d
)
✱ ♦♥ ❛
❛❧♦rs ✿
sup
x∈X
E
[(
fˆX(x)− fX(x)
)2]
= O
(
n
− 2β
2β+d
)
,
q✉❛♥❞ n→∞✳
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❞♦♥❝✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt q✉✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞✬❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❡♥ n−1/2✮ ♣✉✐sq✉❡ 2β · (2β + d)−1 6= 1 ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ q✉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d
❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡t ♣❧✉s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ fˆX ✈❡rs fX ❡st ❧❡♥t❡✳ ❊♥
♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞ès q✉❡ d ≥ 4✱ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣✉r❡♠❡♥t ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡
♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ❝♦♥✈❡♥✐r✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ très ❝♦♠♠✉♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ✓ ✢é❛✉ ❞❡
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✔✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s
♣♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❧❡ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Y s❛❝❤❛♥t X
❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ✈❛ ❧❡ ✈♦✐r✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r à ♥♦②❛✉ ✭✷✳✶✮✱ ♦♥
♣❡✉t ❛✐sé♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ❝❡s ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs ❡t ♣❛r ❧à ♠ê♠❡✱ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡✉rs
♣r♦♣r✐étés s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳
✷✳✶✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s✉r✈✐❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Yi
❡①♣❧✐q✉é❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s Xi✱ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ n✳ P✉✐sq✉✬♦♥ ✈❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♠♣❛❝t
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✐♥térêt✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ✈♦✉❧♦✐r s✬✐♥tér❡ss❡r à
❧❛ ❧♦✐ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Y s❛❝❤❛♥t X✳ ❉❡✉① q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥térêt ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛❧♦rs ✐❝✐✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ fY |X ❞❡ Y s❛❝❤❛♥t X ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ E (Y |X)✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ q✉❛♥t✐té ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s ❡t ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ❛♣♣❡❧ à
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts✱ ❛✉
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳
✹✻
✷✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉①
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ P❛r③❡♥✲❘♦s❡♥❜❧❛tt ❞❡ fX ✱ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥❛t✉✲
r❡❧❧❡ ❞❡ fˆY |X ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❇❛②❡s ✿
fY |X(x, y) =
fX,Y (x, y)
fX(x)
,
à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ fX(x) 6= 0✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ fX,Y ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
fˆX,Y (x, y) =
1
nhd+1
n∑
i=1
K ′′
(
x−Xi
h
,
y − Yi
h
)
,
♦ù K ′′ : Rd+1 → R ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉✳ ❈❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ ♣❡✉t êtr❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ♥♦②❛✉ K ′ : R → R t❡❧ q✉❡ K ′′(x, y) = K(x) ·K ′(y) ♣♦✉r t♦✉t (x, y) ∈ X × Y✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r s✉✐✈❛♥t ❞❡ fY |X ✿
fˆY |X(x, y) =


h−1
∑n
i=1K
(
x−Xi
h
)
K ′
(
y−Yi
h
)
∑n
i=1K
(
x−Xi
h
) s✐ ∑ni=1K (x−Xih ) 6= 0,
0 s✐♥♦♥.
❈✬❡st ◆❛❞❛r❛②❛ ✭✶✾✻✹✮ ❡t ❲❛ts♦♥ ✭✶✾✻✹✮ q✉✐✱ ❞❛♥s ❞❡✉① ❛rt✐❝❧❡s ❞✐st✐♥❝ts ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♥♥é❡✱
♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ s❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❞❡
♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✿
m(x) := E (Y |X = x) =
∫
yfY |X(x, y)dy =
∫
yfX,Y (x, y)dy
fX(x)
,
s✐ fX(x) 6= 0. ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ s✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
fˆX,Y (x, y) =
1
nhd+1
n∑
i=1
K
(
x−Xi
h
)
K ′
(
y − Yi
h
)
❞❡ fX,Y ❞é✜♥✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
1
h
∫
yK
(
y − Y
h
)
dy =
∫
(Y + uh)K(u)du = Y,
s✐ K ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞✬♦r❞r❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉①✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ◆❛❞❛r❛②❛✲❲❛ts♦♥ ❞❡ ❧❛
ré❣r❡sss✐♦♥ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
✹✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡
mˆ(x) =


∑n
i=1 YiK
(
x−Xi
h
)
∑n
i=1K
(
x−Xi
h
) s✐ ∑ni=1K (x−Xih ) 6= 0,
0 s✐♥♦♥.
❉✬❛♣rès ❧❡✉rs é❝r✐t✉r❡s✱ ❝❡s tr♦✐s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥tés ✈♦♥t ♣♦ssé❞❡r
❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷ r❡st❡ ✈r❛✐❡ ♣♦✉r m ❀ ♣♦✉r fˆY |X ❡t fˆX,Y ✱
✐❧ s✉✣t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r d ♣❛r d+ 1✳
❉❛♥s ♥♦s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ fY |X ❡tm✱ ♣✉✐sq✉❡ fX s❡ tr♦✉✈❡ ❛✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r✱
✐❧ s❡♠❜❧❡r❛✐t ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❞❡✈♦✐r s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡sX ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r t♦✉t ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ X ✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣té❡ à ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡
♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♥♦✉s ❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱
♣❛r ♣♦❧②♥ô♠❡s ❧♦❝❛✉①✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ♣♦✉r Xj
s✉✣s❛♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ x✱ ♦♥ ❛ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱
m(Xj) ≈ m(x) +
β∑
k=1
(
(Xj − x)k
)′
k!
∇km(x),
♦ù ♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé q✉❡ m ét❛✐t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ à ❧✬♦r❞r❡ β✳ P♦✉r ❝❧❛r✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ✈❛
♣r❡♥❞r❡ β é❣❛❧ à 1 ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡st❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t β✳
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡ ✿
 mˆ(x)
∇mˆ(x)

 = argmin
α∈R,β∈Rd
n∑
j=1
(
Yj − α− β′(Xj − x)
)2
K
(
x−Xj
h
)
.
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs rés♦✉❞r❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✱ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡
✈❡❝t❡✉r ❞❡ t❛✐❧❧❡ n
Y = (Y1, . . . , Yn)
′ ,
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n× (d+ 1)
X =


1 X
(1)
1 − x1 · · · X(d)1 − xd
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
1 X
(1)
n − x1 · · · X(d)n − xd


✹✽
✷✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉①
❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ n× n
W =


K
(
x−X1
h
)
0 · · · 0
0 K
(
x−X2
h
) · · · 0
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
0 0 · · · K (x−Xnh )


.
❖♥ ❛ ❛❧♦rs 
 mˆ(x)
∇mˆ(x)

 = (X′WX)−1X′Y,
s♦✉s rés❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ X′WX s♦✐t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳
✷✳✶✳✸ ❈♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡
❛❞❛♣t❛t✐✈❡
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ rés✉❧t❛t très ❣é♥ér❛❧ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥s✐s✲
t❛♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❡t ❡♥ x ❞✬✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉①✳ ❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉① ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✿
✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❙✐❧✈❡r♠❛♥ ✭✶✾✼✽✮ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ x ❞❡ fˆX ✈❡rs fX ❡♥ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐té ❡t ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t ♦✉ ●✐♥é ❡t ●✉✐❧❧♦✉ ✭✷✵✵✷✮ ♣♦✉r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✉ ❝❛s
♠✉❧t✐✈❛r✐é✳
■❝✐✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❊✐♥♠❛❤❧ ❡t ▼❛s♦♥ ✭✷✵✵✺✮ q✉✐ ét❡♥❞ ❡♥ q✉❡❧q✉❡
s♦rt❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ●✐♥é ❡t ●✉✐❧❧♦✉ ✭✷✵✵✷✮ ♣✉✐sq✉✬✐❧s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs
à ♥♦②❛✉①✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ x ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ h✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡✉r rés✉❧t❛t
ét❛♥t très ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛
ré❣r❡ss✐♦♥✳
▲✬✐♥térêt ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞✉
❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ♥♦s ❡st✐♠❛t❡✉rs s❡ ♣♦s❡♥t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés ✿ ❧❡ ♥♦②❛✉ K ❡t ❧❛ ❢❡♥êtr❡
h✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥♦②❛✉ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ré❡❧ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♥♦②❛✉① st❛♥❞❛r❞s ❡t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ t♦✉t ♦r❞r❡✱ ❛✉ ❜❡s♦✐♥✳
✹✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♠❛❥❡✉r❡ s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs
♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳
❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ✉♥ ❝❤♦✐① ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♣❛r❛✲
♠étr✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜✐❛✐s✲✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✱ h ❛ ✉♥
✐♠♣❛❝t très ✐♠♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ fX ✳ ❙✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ tr♦♣ ❣r❛♥❞❡✱ ♥♦tr❡ ❡st✐✲
♠❛t❡✉r ❛✉r❛ ✉♥ ❜✐❛✐s très ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥❞r❛ à s✉r✲❧✐ss❡r ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱
✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ tr♦♣ ♣❡t✐t❡ ❢❡r❛ ✓ ❡①♣❧♦s❡r ✔ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r
très ✐rré❣✉❧✐❡r✳ ▼ê♠❡ s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❡❧❧❡
❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✭t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té fX ❡❧❧❡ ♠ê♠❡✮ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞
s♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐✣❝✐❧❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ h ❞❡ ❊✐♥♠❛❤❧ ❡t ▼❛s♦♥ ✭✷✵✵✺✮ ♣❡✉✈❡♥t ❞✐r❡❝t❡✲
♠❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ x ♦✉ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❈✬❡st ❝❡ t②♣❡
❞❡ ❢❡♥êtr❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ q✉✐ ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥té✲
r❡ss❡ ✿ ♦♥ ♣ré❢ér❡r❛ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢❡♥êtr❡ ♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❊✐♥♠❛❤❧ ❡t ▼❛s♦♥ ✭✷✵✵✺✮ s♦♥t ❜❛sés s✉r ✉♥❡
✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❞✉❡ à ❚❛❧❛❣r❛♥❞ ✭✶✾✾✹✮✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ❧✬♦✉t✐❧ ♠❛❥❡✉r
q✉✐ ❧❡✉r ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡✉r rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❧❛ r❛♣♣❡❧❡r
✐❝✐✳
❉❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ αn r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❜❛sé s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
X1, . . . , Xn✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r g : X → R✱ ♦♥ ❛ ✿
αn(g) = n
−1/2
n∑
i=1
(
g(Xi)− E
(
g(X)
))
,
❡t ♦♥ ♥♦t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s G✱
‖√nαn‖G = sup
g∈G
|√nαn(g)|.
❖♥ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ‖ · ‖∞ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❞é✜♥✐❡ s✉r Rd
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ‖g‖∞ = supx∈Rd g(x)✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r
✺✵
✷✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉①
ε ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s {−1, 1} t❡❧❧❡ q✉❡ P(ε = −1) = P(ε = 1) = 1/2✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✹✳ ❙♦✐❡♥t ε1, . . . , εn✱ n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡♥tr❡
❡❧❧❡s ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡s Xi, 1 ≤ i ≤ n✳ ❙♦✐t G ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❡s✉r❛❜❧❡s ♣♦♥❝t✉❡❧✲
❧❡♠❡♥t t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r 0 < M < +∞✱
‖g‖∞ ≤M, g ∈ G.
❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t t > 0✱ ♦♥ ❛ ✿
P

 max1≤m≤n ‖√mαm‖G ≥ A1

E
∥∥∥∥∥
n∑
i=1
εig(Xi)
∥∥∥∥∥
G
+ t



≤ 2
{
exp
(
−A2t
2
nσ2G
)
+ exp
(
−A2t
M
)}
,
♦ù σ2G = supgG Var(g(X)) ❡t A1, A2 s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s✳
❆✈❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ h✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ r❛❥♦✉✲
t❡r q✉❡❧q✉❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣✉✐sq✉❡
❧❡ ♥♦②❛✉ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ h ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ♥♦s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉① ❡t ❝♦♠♠❡ ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t
♣♦rt❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r ❧❛ ❢❡♥êtr❡✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ s✉r
❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♥♦②❛✉①✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦t♦♥s κ := supx |K(x)| ❡t s✉♣♣♦s♦♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ q✉❛♥t✐té ❡st ✜♥✐❡✳
■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① K := {K((x − ·)/h) : h > 0, x ∈ Rd}✳ ❖♥ ♥♦t❡
❛❧♦rs N(ε,K, dQ)✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❜♦✉❧❡s {g : dQ(g, g′) < ε} ❞❡ r❛②♦♥ ε ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r
❝♦✉✈r✐r K✳ P♦✉r ε > 0✱ ♦♥ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t N(ε,K) = supQN(κε,K, dQ)✱ ♦ù ❧❡ s✉♣r❡♠✉♠ ❡st
♣r✐s s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té Q s✉r (Rd,B) ❡t ♦ù dQ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L2(Q)✳
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❛♥s ❊✐♥♠❛❤❧ ❡t ▼❛s♦♥ ✭✷✵✵✺✮ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∃C, ν > 0 : N(ε,K) ≤ Cε−ν , 0 < ε < 1.
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ◆♦❧❛♥ ❡t P♦❧❧❛r❞ ✭✶✾✽✼✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈♦✐r q✉✬❡♥
s✉♣♣♦s❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦tr❡ ♥♦②❛✉ K ❡st à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜♦r♥é❡✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st
✈ér✐✜é❡✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡ ♥♦②❛✉ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s✳
✺✶
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡
❍②♣♦t❤ès❡ ✷✳✶✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
✭✐✮ K ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞✬♦r❞r❡ β✱ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜♦r♥é❡ ❡t à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✱
✭✐✐✮ κ := ‖K‖∞ <∞✱
✭✐✐✐✮ K := {K((x − ·)/h) : h > 0, x ∈ Rd} ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❡s✉r❛❜❧❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✲
♠❡♥t✳
❆ ♣rés❡♥t✱ ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s G✱ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s s✉r R ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ Ψ✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
t❡❧❧❡ q✉❡
Ψ(y) ≥ sup
ψ∈G
|ψ(y)|, y ∈ R.
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Ψ ❡st ♠❡s✉r❛❜❧❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡t à ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❜♦r♥é❡s✳ P♦✉r t♦✉t
ψ ∈ G ❡t t♦✉t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s aψ ❡t bψ ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r X ♦♥ ♣♦s❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X ✱
ωˆhψ(x) =
1
nhd
n∑
i=1
(
aψ(x)ψ(Yi) + bψ(x)
)
K
(
x−Xi
h
)
ω¯hψ(x) = Eω
h
ψ(x) =
1
hd
E
[(
aψ(x)ψ(Y ) + bψ(x)
)
K
(
x−X
h
)]
,
❡t
ωhψ(x) =
(
aψ(x)E [ψ(Y )|X = x] + bψ(x)
)
fX(x).
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s A = {aψ, ψ ∈ G} ❡t B = {bψ, ψ ∈ G}✳ ❉❛♥s ❧❛
s✉✐t❡ ♥♦✉s ♥♦✉s r❡str❡✐♥❞r♦♥s à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s h ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à H = {h : h = cn−α; c, α > 0}✱
♠ê♠❡ s✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❊✐♥♠❛❤❧ ❡t ▼❛s♦♥ ✭✷✵✵✺✮ ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ✉♥❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢❡♥êtr❡s✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ r❡♠❛rq✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡ ❊✐♥♠❛❤❧ ❡t
▼❛s♦♥ ✭✷✵✵✺✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢❡♥êtr❡s q✉✬✐❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s A✱ B ❡t G✳
❍②♣♦t❤ès❡ ✷✳✷✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Ψ ❡st ♠❡s✉r❛❜❧❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡t à ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❜♦r♥é❡s ❡t q✉❡
❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s A ❡t B s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡s ❡t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t éq✉✐❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❖♥
s✉♣♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ Ψ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ G ✈ér✐✜❡ ✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
∃M > 0, Ψ(Y ) ≤M ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t, ✭✷✳✷✮
✺✷
✷✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉①
♦✉
sup
x∈X
E
(
Ψp(Y )|X = x) < +∞, p > 2. ✭✷✳✸✮
❱♦✐❝✐ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t ✿ très ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡
❡♥ x✱ h ❡t ❡♥ ψ ❞❡s ωˆhψ(x) ✈❡rs ❧❡✉r ❡s♣ér❛♥❝❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ fX ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r X ✳ ❆❧♦rs✱ s♦✉s
❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✷✳✶ ❡t ✷✳✷✱ ♦♥ ❛ ✿
sup
ψ∈G,h∈H
√
nhd
log n
‖ωˆhψ − ω¯hψ‖∞ = Op.s. (1) ,
♦ù H = {h : h = cn−α; c, α > 0}✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❡st ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❚❛❧❛❣r❛♥❞ é♥♦♥❝é❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❊✐♥♠❛❤❧ ❡t ▼❛s♦♥
✭✷✵✵✺✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ❜✐❛✐s✳ ▼ê♠❡ s✐ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r rés✉❧t❛t
♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés ♠❛❥❡✉r❡s✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❜rè✈❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠❜✐♥é ❛✉
t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❛❧♦rs ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ x✱ h ❡t
ψ ❞❡ ωˆhψ(x) ✈❡rs ω
h
ψ(x)✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✻✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ E [Y |X = x]fX(x) ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s
♣❛rt✐❡❧❧❡s ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ β✱ t♦✉t❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ fX ❡st str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐✈❡ s✉r X ✳ ❙♦✉s ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✷✳✶✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
sup
ψ∈G,h∈H
h−β‖ω¯hψ − ωhψ‖∞ = O(1).
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à X ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X ✿
ω¯hψ(x) =
1
hd
E
{
E
[(
aψ(x)ψ(Y ) + dψ(x)
)
K
(
x−X
h
)∣∣∣∣X
]}
=
aψ(x)
hd
∫
K
(
x− u
h
)
E
[
ψ(Y )|X = u]fX(u)du+ dψ(x)
hd
∫
K
(
x− u
h
)
fX(u)du
= aψ(x)
∫
K(v)E
[
ψ(Y )|X = x− vh]fX(x− vh)dv + dψ(x)
∫
K(v)fX(x− vh)dv,
✺✸
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡
♦ù ♦♥ ❛ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ v = (x − u)/h à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ s✉✣t
❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r à ❧✬♦r❞r❡ β ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ βè♠❡ ❞ér✐✈é❡ ❞❡
E [Y |X = x]fX(x) ❡st ❜♦r♥é❡ s✉r X ✭❝❛r ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t X ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t✮ ❡t q✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ K ❡st
❞✬♦r❞r❡ β ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞és✐ré✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✼✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ E [Y |X = x]fX(x) ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❥✉sq✉✬à
❧✬♦r❞r❡ β ❡t ❞♦♥t ❧❛ βè♠❡ ❞ér✐✈é❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ fX ❡st str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐✈❡ s✉r X ✳ ❆❧♦rs✱ s♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✷✳✶ ❡t ✷✳✷✱ ♦♥ ❛ ✿
sup
ψ∈G,h∈H
√
nhd
log n
‖ωˆhψ − ωhψ‖∞ = Op.s. (1) ,
♦ù H = {h : h = cn−α, α(d+ 2β) ≥ 1; c, α > 0}✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛✐♥s✐ q✉✬à h ✜①é✱ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❛✉ ❝❛rré ❞❛♥s ❧❡s ❚❤é♦rè♠❡s ✷✳✺
❡t ✷✳✻✱ ♦♥ r❡t♦♠❜❡ s✉r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷ à ✉♥ log ♣rès✳ ▲❡ h ♦♣t✐♠❛❧ ♣❡✉t
êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ■❧ ❡st é❣❛❧ à h = Cn−
1
2β+d ✱ ♦ù C ❡st ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡ h✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿
sup
ψ∈G
‖ωˆhψ − ωhψ‖∞ = Op.s.
(
n
− β
2β+d (log n)
1
2
)
,
q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✸ ❡t ♠❡t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❡♥ r❡❧✐❡❢ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✉ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ωˆhψ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s tr♦✐s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉ ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥
♣r❡♥❛♥t G = {ψ1}✱ A = {aψ1}✱ B = {bψ1}✱ aψ1 = 0✱ bψ1 = 0 ♦ù ψ1(y) = 1, y ∈ Y✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ‖fˆX−fX‖∞✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fX ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡
❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ β ❛✈❡❝ ❧❛ βè♠❡ ❞ér✐✈é❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ q✉❡ fX ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r X ❡t ❡♥ s❡
♣❧❛ç❛♥t s♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✷✳✶ ❡t ✷✳✷✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
sup
ψ∈G,h∈H
h−β
∥∥E fˆX − fX∥∥∞ = O(1)
✺✹
✷✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉①
❡t
sup
h∈H
√
nhd
log n
‖fˆX − E fˆX‖∞ = Op.s. (1) .
P♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❝❡tt❡ ❢♦✐s G = {ψ1}✱ A = {aψ1}✱ B = {bψ1}✱
aψ1 = 1✱ bψ1 = 0 ❛✈❡❝ ψ1(y) = y, y ∈ Y✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱
ωˆhψ(x) =
1
nhd
n∑
i=1
YiK
(
x−Xi
h
)
,
ωhψ(x) = E [Y |X = x]fX(x)
❡t ♦♥ é❝r✐t
∣∣∣∣∣ ωˆ
h
ψ(x)
fˆX(x)
− ω
h
ψ(x)
fX(x)
∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣ωˆhψ(x)− ωhψ(x)∣∣∣
|fˆX(x)|
+
|fˆX(x)− fX(x)| · |ωhψ(x)|
|fX(x)fˆX(x)|
. ✭✷✳✹✮
▲❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✼ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♥✉♠ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉✱ fˆX ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs fX ❡t ♣✉✐sq✉❡ fX ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
fˆX ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r X ✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ x ❡t ❡♥ h✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t
s♦✉s ✭✷✳✷✮ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ |ωhψ/fX(x)| ❡st ❜♦r♥é❡ s✉r X ✱ ❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ rés✉❧t❛t✳
❆✐♥s✐✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ fX,Y (x, y), y ∈ Y ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ β
❛✈❡❝ ❧❛ βè♠❡ ❞ér✐✈é❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ q✉❡ fX ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r X ❡t ❡♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t s♦✉s ❧❡s
❍②♣♦t❤ès❡s ✷✳✶ ❡t ✷✳✷✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
sup
h∈H
∥∥E mˆ−m∥∥
∞
= O(1)
❡t
sup
h∈H
√
nhd
log n
‖mˆ− E mˆ‖∞ = Op.s. (1) .
◗✉❛♥t à ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ fY |X ✱ ♦♥ ❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♥✉♠ér❛t❡✉r
❡t ❞✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❢❛ç♦♥ sé♣❛ré❡✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✼✳ P♦✉r ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♥✉♠ér❛t❡✉r ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❡ fˆX,Y ✮ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s G = {ψ1}✱
A = {aψ1}✱ B = {bψ1}✱ ψ1(y) = 1, y ∈ Y✱ aψ1 = 0 ❡t bψ1 = 0✳ ■❧ ❢❛✉t s✉♣♣♦s❡r ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡
♥♦②❛✉ ❡st ❞é✜♥✐ s✉r X × Y ✭q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Rd+1✮ ❡t ✐❧ ❢❛✉t r❡♠♣❧❛❝❡r
X ♣❛r (X,Y )✱ x ♣❛r (x, y) ❡t d ♣❛r d + 1✳ ❯♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✭✷✳✹✮ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
✺✺
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡
❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fX ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ β ❛✈❡❝ ❧❛ βè♠❡
❞ér✐✈é❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ q✉❡ fX ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r X ❡t ❡♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t s♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s
✷✳✶ ❡t ✷✳✷✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿
sup
h∈H
h−β
∥∥E fˆY |X − fY |X∥∥∞ = O(1)
❡t
sup
h∈H
√
nhd+1
log n
‖fˆY |X − E fˆY |X‖∞ = Op.s. (1) .
◆♦tr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢❡♥êtr❡s H = {h : h = cn−α; c, α > 0} s❡ rés✉♠❡r❛ ❞♦♥❝
❥✉st❡ à ♥♦tr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r α ✿ ♣❧✉s ♦♥ ❛✉t♦r✐s❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✉q✉❡❧ α ❛♣♣❛rt✐❡♥t à êtr❡ ❣r❛♥❞✱
♣❧✉s ♥♦tr❡ ❝❧❛ss❡ H ❡st r✐❝❤❡ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐r h ❞❡ ❢❛ç♦♥
❛❞❛♣t❛t✐✈❡✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡r❛ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❡t à
❝❤❛q✉❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦♥ ❝❤♦✐s✐r❛ ❧❡ h s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❡ ❝r✐tèr❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ q✉✐
❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ s❡r❛ ❞✐✛ér❡♥t❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t ♣♦✉rr❛ ❞♦♥❝ s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉
❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡ ❊✐♥♠❛❤❧ ❡t ▼❛s♦♥ ✭✷✵✵✺✮ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
sup
ψ∈G,h∈H
√
nhd‖ωˆhψ − ω¯hψ‖∞√
log(1/h) ∨ log log n = Op.s (1) ,
♦ù H = {h : c(log n/n)γ ≤ h ≤ h0, 0 < h0 < 2d, c > 0} ❡t γ = 1 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜♦r♥é
✭❝✬❡st à ❞✐r❡ s♦✉s ✭✷✳✷✮✮✱ γ = 1 − 2/p s♦✉s ✭✷✳✸✮✳ ❊♥ r❡str❡✐❣♥❛♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢❡♥êtr❡s à
H = {h : nhd(log n)−1 →∞, h log n→ 0, n→∞}✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❡♥ ✿
Op.s.
(
h−d/2n−1/2
(
log(1/h)
)1/2)
.
❊t s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ♥♦tr❡ ❝❧❛ss❡ H = {h : h = cn−α; c, α > 0}✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❜✐❡♥ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✳
✷✳✷ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❣❛r❞❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣✉r❡✲
♠❡♥t ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ q✉❛♥❞ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st tr♦♣ ❣r❛♥❞❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥
✺✻
✷✳✷ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞ès q✉❡ d ≥ 4✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t
♣❧✉s ❝♦♥✈❡♥✐r✳ ➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣❛✲
r❛♠étr✐q✉❡ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧à✱ ♦♥ ♥❡ s❡r❛ ♣❧✉s ❛✛❡❝té ♣❛r ❧❡ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ✉♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ ❡t
❧✬✉♥ ❞❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬♦♥ ❛ ✿
Yi = E [Yi|Xi] + ξi, 1 ≤ i ≤ n,
♦ù E [Yi|Xi] = θ′0Xi, θ0 ∈ Θ ⊂ Rd ❡t ❧❡s ξi s♦♥t t❡❧s q✉❡ E (ξi|Xi) = 0✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ✐❝✐
❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ0 ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ θ′0X✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥✳
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ q✉❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st très ré❞✉❝t❡✉r ❡t ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❡①❡♠♣❧❡s q✉✐ ♥❡ ✈ér✐✜❡♥t ♣❛s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❡r ❝❡
♠♦❞è❧❡✱ s❡r❛✐t ❞✬é❝r✐r❡
Yi = gθ0(θ
′
0Xi) + ξi, 1 ≤ i ≤ n,
❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡t ♦ù g : R 7→ R ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ R
❞❛♥s R✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ s❡ rés✉♠❡ ✐❝✐ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡
θ0✳ ▼ê♠❡ s✐ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❛♣♣❡❧é ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé✱ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧
q✉❡ ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ r❡st❡ t♦✉❥♦✉rs très ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t✳ ❙❛♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ✐❧ ♥✬②
❛ ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❛✐t ✉♥❡ t❡❧❧❡ é❝r✐t✉r❡✱ s✉rt♦✉t s✐ gθ0 ❡st ❝♦♥♥✉✳
❯♥❡ ✐❞é❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré❣r❡s✲
s✐♦♥✱ ❡st ❞❡ s✉♣♣♦s❡r gθ0 ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❖r✱ ♣✉✐sq✉❡ gθ0 ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r
R✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r à ♥♦②❛✉ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❛♥s s❡ ❤❡✉rt❡r ❛✉
✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t ♦ù
❧✬♦♥ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❛s gθ0 ❝♦♥♥✉✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ s❡ rés✉♠❡ ❛❧♦rs à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉
♣❛r❛♠ètr❡ θ0 ❡t à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ gθ0 ✳
❈✬❡st ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ q✉✬♦♥ ♥♦♠♠❡r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡
✭♦✉ ♠♦❞è❧❡ s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡①✮ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r✳ ❈✬❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ q✉✐
♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛❧❧✐❡r ❧❡ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s❛♥s ✐♠♣♦s❡r ❞❡ tr♦♣ ❣r♦ss❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ q✉❡❧q✉❡s r❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡①✱ s♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
✺✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡
❡t q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡s✳ P✉✐s✱ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡
s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡① ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Y s❛❝❤❛♥t X✳
✷✳✷✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ✿ ❤②♣♦t❤ès❡s
❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❧✐é❡s ❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♦♥t ❞é❥à été ét✉❞✐és ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡ ✿ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣❧✉s ❝é❧è❜r❡s✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❞❞✐t✐❢s✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡
✉♥✐q✉❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡s ♠♦✲
❞è❧❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❡st ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r à ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ d ✭❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t 1✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❛✐♥s✐ ❞❡ ♣❛❧❧✐❡r ❧❡ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥
❞é❝♦♠♣♦s❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❡st✐♠❡r ❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❧✉s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ q✉❛♥t✐té ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ s✬❡①♣r✐♠❡
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❡t✐t❡✱ é✈✐t❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és ❛✉
✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
❍❛❧❧ ✭✶✾✽✾✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦❥❡t❡r m s✉r ✉♥
❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ♣♦✉r s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡
❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ❡st✐♠❡r m ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡①✳
❖♥ tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ■❝❤✐♠✉r❛ ✭✶✾✾✸✮ ♦ù ❧❛ ❝♦♥s✐s✲
t❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s♦♥t ❞é♠♦♥tré❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡
❧❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣tés à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❞♦♥✲
♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s✳ ◆❡✇❡② ❡t ❙t♦❦❡r ✭✶✾✾✸✮ ♣r♦✉✈❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬✐♥❞❡① ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆❉❊ ✭❆✈❡r❛❣❡ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s M ❡st✐♠❛✲
t❡✉rs✱ ❉❡❧❡❝r♦✐① ❡t ❍r✐st❛❝❤❡ ✭✶✾✾✾✮ ♣r♦✉✈❡♥t ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥❞❡① ❡t ✐❧s ét✉❞✐❡♥t s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡
✺✽
✷✳✷ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ❡t ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆❉❊ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♣s❡✉❞♦ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ P♦✉r ❞❡s r❛♣♣❡❧s ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧és s✉r ❧❡s
♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❡✐❧❧♦♥s ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ❞❡ s❡ ré❢ér❡r à ❉❡❧❡❝r♦✐① ❡t
●❡❡♥❡♥s ✭✷✵✵✻✮✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬■❝❤✐♠✉r❛ ✭✶✾✾✸✮ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣rés❡♥té❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❧✐❡ θ0 à X ♥✬❡st ♣❛s s♣é❝✐✜é❡✱ ❞❡ t❡❧❧❡
s♦rt❡ q✉✬✐❧ ♣♦s❡ ✿
m(x) = gθ0
(
h(θ0, x)
)
,
♦ù h : Θ × X 7→ R ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❡t gθ0 : R 7→ R ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ s❡ r❡str❡✐❣♥❛♥t
à h(θ0, X) é❣❛❧ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡♥tr❡ θ0 ❡t X✱ ♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s
■❝❤✐♠✉r❛ ✭✶✾✾✸✮ ❡t ♦♥ ❝♦✉✈r❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ✉♥ ❧❛r❣❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s st❛t✐st✐q✉❡s✱ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✐❝✐ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
m(x) = gθ0(θ
′
0x), ✭✷✳✺✮
♦ù θ0 ∈ Θ✱ g : R 7→ R s♦♥t ✐♥❝♦♥♥✉s✳
▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té
P♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♦♥ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ r❛❥♦✉t❡r q✉❡❧q✉❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ré❛❧✐s❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ gθ0 ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ θ0 ♣♦✉rr❛✐t ❝♦♥✈❡♥✐r✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ X ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Rd ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ s✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠ê♠❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ X q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t X ∈ X ✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ θ0 ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❖♥ ❛✉r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡
g ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ θ0✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ q✉❡ θ′0X ❛✐t
✉♥❡ ❞❡♥s✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ✭♠❛✐s ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t X✮ ❡t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧
s✉✣t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ X ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ θ′0X ❛✉r❛ ✉♥❡
❧♦✐ ❝♦♥t✐♥✉❡✳
✺✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡
▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✲
✈❛♥t❡s ✭θ(1) r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ θ✮✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡s
❤②♣♦t❤ès❡s✱ ✈♦✐r ❉❡❧❡❝r♦✐① ❡t ●❡❡♥❡♥s ✭✷✵✵✻✮✳
❍②♣♦t❤ès❡ ✷✳✸✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
✭✐✮ gθ0 ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t s✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ θ
′
0X✱
✭✐✐✮ X ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❧♦✐ ❝♦♥t✐♥✉❡✱
✭✐✐✐✮ X ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Rd✱
✭✐✈✮ θ0 ∈ Θ ⊂ Rd ♦ù ∀θ ∈ Θ, θ(1) = 1✳
❖♥ ♣♦✉rr❛ r❡♠❛rq✉❡r✱ q✉✬à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ (iv)✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ♣♦✉r
θ ∈ Θ, ‖θ‖ = 1✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✿
E [Y |θ′0X] = E
[
E [Y |X] ∣∣θ′0X] = gθ0(θ′0X).
❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ② ❛ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✺✮ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
∃θ0 ∈ Θ,E [Y |X] = E [Y |θ′0X]. ✭✷✳✻✮
❙♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡①✳ ❈❡❧❛
s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ θ′0X ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❛✉t❛♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ Y q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r X
t♦✉t ❡♥t✐❡r✳ ❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r X ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ X ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ X ✭♣✉✐sq✉❡ θ′0X ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r X s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✉♥✮✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡① ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Y s❛❝❤❛♥t X✳ ❈✬❡st ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❧à q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
ét✉❞✐❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ■❧ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∃θ0 ∈ Θ, fY |X(x, y) = fθ0(θ′0x, y), ✭✷✳✼✮
♦ù fθ(u, y) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Y s❛❝❤❛♥t θ′X = u é✈❛❧✉é❡ ❛✉ ♣♦✐♥t y✳ P♦✉r
r❡♥❞r❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❢❛✐r❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥
✻✵
✷✳✷ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❡♥ ♣r❡♥❛♥t gθ(u, y) = fθ(u, y)✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡✈❛♥t êtr❡ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à u ❡t ♥♦♥
❝♦♥st❛♥t❡ ❡♥ u✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s
♠♦❞è❧❡s s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡①✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥
❝❤❡r❝❤❡ à ❡st✐♠❡r ✿ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞♦♥❝✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t
♣❡♥s❡r à ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ X t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❛✉ q✉❛♥t✐❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ Y s❛❝❤❛♥t X✳
P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s❡r❛ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ θ0 ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ▲✉
❡t ❇✉r❦❡ ✭✷✵✵✺✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✻✮ ❛✉ ♥ôtr❡✱ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✼✮✳ ❈♦♠♠❡
❝❡s ♠♦❞è❧❡s s❡ ♣❧❛❝❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡
❝❡s ❞❡✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣r❛t✐q✉❡s s❡ tr♦✉✈❡♥t ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡①✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥❞❡①✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐ss❡ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r θˆ ❞❡ θ0✳ ❆❧♦rs✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ m(x) = g(θ′0x) = E [Y |θ′0X = θ′0x]✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥
♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿
gˆθˆ(θˆ
′x) =
∑n
i=1 YiK
(
θˆ′x−θˆ′Xi
h
)
∑n
i=1K
(
θˆ′x−θˆ′Xi
h
) .
❈✬❡st ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳
❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉✬✐❧ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s t♦✉❝❤é ♣❛r ❧❡ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ θˆ ❡st
t❡❧ q✉❡ θˆ − θ0 = OP (n−1/2)✱ ❛❧♦rs
√
nh
(
gˆθˆ(θˆ
′x)− gθ0(θ′0x)
)
=
√
nh
(
gˆθˆ(θˆ
′x)− gˆθ0(θ′0x)
)
+
√
nh
(
gˆθ0(θ
′
0x)− gθ0(θ′0x)
)
❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té à ❧✬♦r❞r❡ 1✱ ♦♥ ❛
√
nh
(
gˆθˆ(θˆ
′x)− gˆθ0(θ′0x)
)
=
√
nh
(
gˆ′θ0(θ
′
0x)x
′(θˆ − θ0) + oP(θˆ − θ0)
)
.
✻✶
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡
❖♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡r ❛✈❡❝ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♥♦♥ ♣❛r❛♠é✲
tr✐q✉❡s q✉❡
gˆ′θ0(θ
′
0x) = g
′
θ0(θ
′
0x) +O(1) +OP(n
−1/2h−3/2),
s✐ K ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞✬♦r❞r❡ 1 ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❆❧♦rs✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t nh2 → +∞ ❡t ♣✉✐sq✉❡
θˆ − θ0 = OP(n−1/2)✱ ♦♥ ❛
√
nh
(
gˆθˆ(θˆ
′x)− gˆθ0(θ′0x)
)
= oP(1).
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❞♦♥❝ q✉❡
√
nh
(
gˆθˆ(θˆ
′x)− gθ0(θ′0x)
)
=
√
nh
(
gˆθ0(θ
′
0x)− gθ0(θ′0x)
)
+ oP(1), ✭✷✳✽✮
❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ ❜✐❡♥ q✉❡ r❡♠♣❧❛❝❡r θˆ ♣❛r θ0 ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ r✐❡♥ à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ gˆ✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
g ❡st ❞♦♥❝ ❞✐r❡❝t❡ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ ❛ ♦❜t❡♥✉ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ θ0✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ♦♥ s✬❛tt❛❝❤❡r❛
♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞❡①✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s♦✉s ✭✷✳✼✮ ♦♥ ♣❡✉t é✈✐❞❡♠✲
♠❡♥t ❢❛✐r❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡✱ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❢♦✐s
fˆh
θˆ
(θˆ′x, y) =
∑n
i=1K
(
y−Yi
h
)
K
(
θˆ′x−θˆ′Xi
h
)
h
∑n
i=1K
(
θˆ′x−θˆ′Xi
h
) ✭✷✳✾✮
❡t ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞✬é❣❛❧✐té q✉❡ ✭✷✳✽✮✳
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆❉❊ q✉✐ ❡st ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ▲✉
❡t ❇✉r❦❡ ✭✷✵✵✺✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s✱ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥✳ ❈❡
t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ θ0 ❡t ❞❡ m
♣❡✉✈❡♥t s✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ♦✉
❞❡s rés✉❧t❛ts ♣r❛t✐q✉❡s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❜♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡
♣♦✉r ❧❡s ▼✲❡st✐♠❛t❡✉rs ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ✐❝✐ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ X ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡
❞❡♥s✐té✱ ❝❡ q✉✐ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ très r❡str✐❝t✐✈❡ ✿ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛ ♣❛s s✬❛♣♣❧✐q✉❡r
♣♦✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s X ❞✐s❝rèt❡s✳
✻✷
✷✳✷ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆❉❊ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡ X ❛ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té✱ ♦♥
♣❡✉t é❝r✐r❡
δ := E [∇m(X)] = θ0E [g′(θ′0X)],
♦ù ∇m r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ m✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ θ0 ét❛✐t é❣❛❧❡ à 1✱ ♦♥ ❛✉r❛
θ0 =
δ
δ(1)
,
♦ù δ(1) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ δ✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡r❛ ❞♦♥❝ à ❡st✐♠❡r δ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r
✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ θ0✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r à ♥♦②❛✉ ❞❡ m✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù m r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ θ0 s❡r❛ ❞♦♥❝
θˆ =
δˆ
δˆ(1)
,
♦ù
δˆ =
1
n
n∑
i
∇mˆ(Xi),
mˆ ét❛♥t ❧❡ ✓ ❧❡❛✈❡ ♦♥❡ ♦✉t ✔ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡✱
mˆ(Xi) =
∑
j 6=i YjK
(
Xi−Xj
h
)
nhd+1fˆX(Xi)
❡t
fˆX(Xi) =
1
nhd
∑
j 6=i
K
(
Xi −Xj
h
)
.
❍är❞❧❡ ❡t ❙t♦❦❡r ✭✶✾✽✾✮ ❡t P♦✇❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✾✮ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❛♠é❧✐♦rés ❞❡ m✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡s δ ❡t ❧❡s s❡❝♦♥❞s ❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t
✉♥ ♣♦✐❞s ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ δ✳ ■❧s ré✉ss✐ss❡♥t t♦✉s ❞❡✉① à ♠♦♥tr❡r q✉❡ s♦✉s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s✱
√
n(δˆ − δ) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
♣❡✉t êtr❡ ❡①♣❧✐❝✐té❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s ♦❜❧✐❣❡♥t à ✉t✐❧✐s❡r
❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ X ♦✉ ❜✐❡♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡♥s✐té✱ ❝❡
q✉✐ ré❞✉✐t ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❡st✐♠❛t❡✉rs à ❝❛✉s❡ ❞✉ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❛r ♠ê♠❡ s✬✐❧s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✐❧s s♦♥t ♦❜❧✐❣és
✻✸
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡
❞✬✐♠♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❧❛ ❢❡♥êtr❡✱ très ❢♦rt❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
❍är❞❧❡ ❡t ❙t♦❦❡r ✭✶✾✽✾✮✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ nh2β−2 → 0 ❡t nh2d+2 →∞ q✉❛♥❞
h → 0✱ n → ∞ ❡t ♦ù fX ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ β✱ ❧❡ ♥♦②❛✉ K ét❛♥t
❞✬♦r❞r❡ β✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❞ès q✉❡ d ❡st ❣r❛♥❞ ♦♥ ❞♦✐t s✉♣♣♦s❡r ❡♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ β
s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✈ér✐✜é❡s✳
❍r✐st❛❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮ ♣r♦♣♦s❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ♣♦✉r
♣❛❧❧✐❡r ❝❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬❡st✐♠❡r δ t♦✉❥♦✉rs ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆❉❊ ♠❛✐s ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♣❛r ♣♦❧②♥ô♠❡s ❧♦❝❛✉①✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❡st✐♠❡r δˆ ✐♥tr♦❞✉✐t
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ∇m✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t
❛❧♦rs ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ♣♦❧②♥ô♠❡s ❧♦❝❛✉① ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳
❈✬❡st ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❛❞❛♣té❡ à ❧❡✉r ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡✱ q✉❡ ▲✉ ❡t ❇✉r❦❡ ✭✷✵✵✺✮ ♦♥t
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥✳ ◗✉❛♥t à ♥♦✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ▼✲
❡st✐♠❛t✐♦♥✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣rés❡♥t❡r✳
✷✳✷✳✷ ▼✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
❉❛♥s ❧❛ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡①✱ ❉❡❧❡❝r♦✐① ❡t
❍r✐st❛❝❤❡ ✭✶✾✾✾✮ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬❡st✐♠❡r θ0 ♣❛r ▼✲❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞♦♥❝
❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ t②♣❡
θˆ = argmax
θ∈Θ
n∑
i=1
Ψ(Yi, gˆ(θ
′Xi)),
♦ù Ψ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r R2 ❡t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❉❡❧❡❝r♦✐① ❡t ❍r✐st❛❝❤❡ ✭✶✾✾✾✮ ♠♦♥tr❡♥t ❛❧♦rs q✉❡ θˆ ❡st ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t ❝♦♥s✐s✲
t❛♥t ❡t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Ψ ❡st ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜❛sé❡s s✉r
❧❡s ▼✲❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ◆❡✇❡② ❡t ❙t♦❦❡r
✭✶✾✾✸✮ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ t②♣❡ ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ♣♦✐❞s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s
❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❡✉r ❡st✐♠❛t❡✉r✳ ❉❡❧❡❝r♦✐① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮
✻✹
✷✳✷ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
q✉❛♥t à ❡✉① ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✼✮ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❧❛
s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s♦✉s ✭✷✳✼✮✱ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st é❣❛❧❡ à
n∏
i=1
fθ(θ
′Xi, Yi)fX(Xi)
❡t ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ s✬é❝r✐t
n∑
i=1
log fθ(θ
′Xi, Yi) +
n∑
i=1
log fX(Xi).
P✉✐sq✉❡ ❧❡ t❡r♠❡
∑n
i=1 log fX(Xi) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ θ✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠✲
❜❧❛♥❝❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❞é✜♥✐✱ s✐ fθ ét❛✐t ❝♦♥♥✉❡✱ ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡
∑n
i=1 log fθ(θ
′Xi, Yi)✳
❈♦♠♠❡ fθ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ✐❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡ ▼✲❡st✐♠❛t❡✉r s✉✐✈❛♥t ✿
θˆ = argmax
θ∈Θ
n∑
i=1
log
(
fˆhθ (θ
′Xi, Yi)
)
, ✭✷✳✶✵✮
♦ù fˆhθ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r à ♥♦②❛✉ ❞❡ fθ✳ ❈✬❡st ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r✱ ❛❞❛♣té ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s
♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr✐♠♠✐♥❣ q✉✐ ♥♦✉s é✈✐t❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉❛♥❞ ❧❡
❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❞❡ fˆhθ ❡st ♥✉❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ fθ′X ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ θ
′X ♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t s✬❛ss✉r❡r
q✉❡ ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✷✳✶✵✮ ♥❡ ♣r❡♥♥❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡s Xi ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s fθ′X s♦✐t
♣♦s✐t✐❢✱ s❛♥s ❛✈♦✐r ♣♦✉r ❛✉t❛♥t à s✉♣♣♦s❡r fθ′X(x) > 0 ♣♦✉r t♦✉t θ, x, y✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ✐❝✐ ❧❛
♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❝❡ tr✐♠♠✐♥❣✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡
J ❡t ♦♥ r❡❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ♣❛r
θˆ = argmax
θ∈Θ
Lˆn(θ, fˆ
h, J), ✭✷✳✶✶✮
♦ù
Lˆn(θ, fˆ
h, J) =
n∑
i=1
log
(
fˆhθ (θ
′Xi, Yi)
)
J(Xi).
■❞é❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t ❞♦♥❝ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr✐♠♠✐♥❣
J0(x, c) = J˜(fθ′0X , θ
′
0x, c), ✭✷✳✶✷✮
♦ù c ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t J˜(h, u, c) = 1g(u)>c, ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ θ0 ❡t ❞❡ fθ′0X q✉✐ s♦♥t ✐♥❝♦♥♥✉s✳ ❖♥ ❞♦✐t
✻✺
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡
❛❧♦rs ♣r♦❝é❞❡r ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡
θ0 ❡t ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐s❡r ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ♣♦✉r ❡st✐♠❡r J0 ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❞❡ θ0✳
P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ B ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ inf{fθ′X(θ′x) : x ∈
B, θ ∈ Θ} > c✱ ♦ù c > 0✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✱ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ B ♣♦✉r
✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr✐♠♠✐♥❣ JB(x) = 1x∈B✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡ tr✐♠♠✐♥❣ ❡t ❡♥
♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ h0 ❞❡ ❢❡♥êtr❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞❡
θ0✱
θn = argmax
θ∈Θ
Ln(θ, fˆ
h0 , JB).
●râ❝❡ à ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ θ0✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡st✐♠❡r J0 ♣❛r
Jˆ0(x, c) = J˜(fˆ
h0
θ′nX
, θ′nx, c).
❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù θn ❡st ❝♦♥s✐st❛♥t✱ ❉❡❧❡❝r♦✐① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ Jˆ0 ét❛✐t
éq✉✐✈❛❧❡♥t à J0✳
▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ✜♥❛❧ ❞❡ θ0 ❡st ❛❧♦rs ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
θˆ = argmax
θ∈Θn
Ln(θ, fˆ
h, Jˆ0), ✭✷✳✶✸✮
♦ù Θn ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞é❝r♦✐ss❛♥ts ❞❡ θ0 ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ θn✳
✷✳✷✳✸ ❱✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ fˆhθ ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣♦✉r ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù G ❡st ❝♦♥♥✉❡
❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❞é✜♥✐r ✐❝✐ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ fˆhθ ❛❞❛♣té ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s ❡t
❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ 1
❡t 2 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r✱
♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ✐❧ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
fˆhθ (θ
′x, y) =
∫∫
K
(
θ′x− θ′v
h
)
K
(
y − w
h
)
dFˆ❡♠♣(v, w)
h
∫∫
K
(
θ′x− θ′v
h
)
dFˆ❡♠♣(v, w)
.
✻✻
✷✳✷ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❛✉ ❝❛s ❝❡♥s✉ré ❡st ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r Fˆ❡♠♣ ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲
▼❡✐❡r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s s✉♣♣♦s❡r G ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡t ♥♦✉s
✈❡rr♦♥s ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❝♦♠♠❡♥t ét❡♥❞r❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✉ ❝❛s G ✐♥❝♦♥♥✉✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❞♦♥❝ q✉❡
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡♠♣❧❛❝❡r Fˆ❡♠♣ ♣❛r F˜X,Y ✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❞✬✐♥tr♦✲
❞✉✐r❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥ τ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ❞♦♥❝ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ f τθ (u, y) q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ Y s❛❝❤❛♥t θ
′X = u ❡t
Y ≤ τ é✈❛❧✉é❡ ❛✉ ♣♦✐♥t y ♦ù τ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ◆♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ f τθ q✉❛♥❞ Y
❡st ❝❡♥s✉ré ❡t G ❝♦♥♥✉✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ f˜h,τθ ✱ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
f˜h,τθ (θ
′x, y) =
∫∫
K
(
θ′x− θ′v
h
)
K
(
y − w
h
)
1w≤τdF˜X,Y (v, w)
h
∫∫
K
(
θ′x− θ′v
h
)
1w≤τdF˜X,Y (v, w)
✭✷✳✶✹✮
=
n∑
i=1
W˜i,nK
(
θ′x− θ′Xi
h
)
K
(
y − Ti
h
)
1Ti≤τ
h
n∑
i=1
W˜i,nK
(
θ′x− θ′Xi
h
)
1Ti≤τ
.
❖♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡s ❡♥ θ, h, x, y ❡t τ ❞❡ f˜h,τθ ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s
♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à θ✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❧❡s ❚❤é♦rè♠❡s ✷✳✺ ❡t ✷✳✻ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❚❛❧❛❣r❛♥❞ é♥♦♥❝é❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✹✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr✐♠♠✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ♥♦✉s ♣ré♠✉♥✐r
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs tr♦♣ ♣❡t✐ts ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ f˜h,τθ ✳
P✉✐sq✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ f τθ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ♦♥ ❞♦✐t r❛❥♦✉t❡r q✉❡❧q✉❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✷✳✶ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ♥♦s rés✉❧t❛ts✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ♥♦t❡ ∇θf τθ (x, y)
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ∇2θf τθ (x, y)✮ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s
❞ér✐✈é❡s s❡❝♦♥❞❡s✮ ❞❡ f τθ ♣❛r r❛♣♣♦rt à θ ❝❛❧❝✉❧é ❛✉ ♣♦✐♥t (θ, x, y)✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡✳
✻✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✽✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ K ❡st ❞❡✉① ❢♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❡t q✉❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s
❞✬♦r❞r❡ ✉♥ ❡t ❞❡✉① s♦♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❜♦r♥é❡s✳ ❙♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✶✳✷ ❡t ✷✳✶ ♦♥ ❛ ✿
sup
x,y,h,τ,θ
√
nh2
log n
∣∣∣f˜h,τθ (θ′x, y)− E f˜ τθ (θ′x, y)∣∣∣1y≤τ = Op.s. (1) ,
sup
x,y,h,τ,θ
√
nh4
log n
∥∥∥∇θf˜h,τθ (x, y)− E∇θf˜ τθ (x, y)∥∥∥1y≤τ = Op.s. (1) ,
sup
x,y,h,τ,θ
√
nh6
log n
∥∥∥∇2θf˜h,τθ (x, y)− E∇2θf˜ τθ (x, y)∥∥∥1y≤τ = Op.s. (1)
❡t
sup
x,y,h,τ,θ
h−β
∥∥∥E∇γθ f˜h,τθ (x, y)−∇γθf τθ (x, y)∥∥∥1y≤τ = O(1),
♣♦✉r γ = 0, 1 ❡t 2 ❡t ♦ù ❧❡s s✉♣r❡♠❛ s♦♥t t♦✉s ♣r✐s ♣♦✉r x ∈ X t❡❧s q✉❡ Jθ(x, c) > 0✱ ♣♦✉r
y ∈ Y✱ ♣♦✉r h ∈ H = {h : h = cn−α; c, α > 0}✱ ♣♦✉r τ ≤ τF ❡t ♣♦✉r θ ∈ Θ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ♠❛❥❡✉r❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬✉♥✐❢♦r♠✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à θ q✉✐ ♥♦✉s ❡♠✲
♣ê❝❤❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t très ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t r❡♣r❡♥❞r❡
♣♦✐♥t ♣❛r ♣♦✐♥t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶ ❞✬❊✐♥♠❛❤❧ ❡t ▼❛s♦♥ ✭✷✵✵✺✮ ♣♦✉r ❛❞❛♣t❡r
❧❡✉rs rés✉❧t❛ts à ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❝❡ rés✉❧t❛t à ♣❛rt✐r ❞❡ q✉❛♥t✐tés t❡❧❧❡s
q✉❡
Sh,τn (θ, x, y, γ) =
1
h2
n∑
i=1
W ∗i φ(Xi, Zi, θ)∇γθK
(
θ′x− θ′Xi
h
)
K
(
y − Ti
h
)
, ✭✷✳✶✺✮
♦ù ∇γθK((θ′x − θ′Xi)h−1) ♣♦✉r γ = 1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r γ = 2✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡
K((θ′x − θ′Xi)/h) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❍❡ss✐❡♥♥❡✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à θ ❡t é✈❛❧✉é❡ ❡♥ θ ♦ù
φ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦r♥é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à θ ❡t x✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ❡st
φ(X,T, θ) = f τθ′X(θ
′X)−11T≤τ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ 0/0 = 0 ❡t ♦ù f τθ′X(u) = P(Y ≤ τ, θ′X = u)✳
▲❡ t❡r♠❡ ✭✷✳✶✺✮ ♣❡✉t ❛❧♦rs s✬ét✉❞✐❡r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❊✐♥♠❛❤❧ ❡t ▼❛s♦♥ ✭✷✵✵✺✮✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ {(X,T ) 7→ ∇γθK((θ′x− θ′X)h−1)K((y−T )h−1), θ ∈
Θ, x, y} s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❞❛♥s ❊✐♥♠❛❤❧ ❡t ▼❛s♦♥ ✭✷✵✵✺✮ ✭✈♦✐r ▲❡♠♠❡
✷✷ ✭✐✐✮ ❞❛♥s ◆♦❧❛♥ ❡t P♦❧❧❛r❞ ✭✶✾✽✼✮✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✹✮ ❡t ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡
❞é♠❛r❝❤❡ q✉❡ ❞❛♥s ❊✐♥♠❛❤❧ ❡t ▼❛s♦♥ ✭✷✵✵✺✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡
✻✽
✷✳✷ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✷✳✺ ✿
sup
θ,x,y,h,τ
√
nh2(1+γ)
log n
∣∣∣Sh,τn (θ, x, y, γ)− E [Sh,τn (θ, x, y, γ)]∣∣∣1y≤τ = Op.s.(1). ✭✷✳✶✻✮
❆ ♣rés❡♥t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✷✳✶✻✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s
♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ f˜h,τθ ✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞✉ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣r❡♠✐èr❡ s❡✉❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s
❛✉tr❡s ét❛♥t t♦✉s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ❛ ✿
∇θf˜h,τθ (x, y) =
n∑
i=1
(x−Xi)W˜i,nK ′
(
θ′x− θ′Xi
h
)
K
(
y − Ti
h
)
1Ti≤τ
h3fˆh,τθ′X(θ
′x)
−
n∑
i=1
K
(
θ′x− θ′Xi
h
)
K
(
y − Ti
h
)
W˜i,n1Ti≤τ
h2fˆh,τθ′X(θ
′x)
×
n∑
i=1
(x−Xi)W˜i,nK ′
(
θ′x− θ′Xi
h
)
1Ti≤τ
h2fˆh,τθ′X(θ
′x)
,
♦ù
fˆh,τθ′X(θ
′x) =
1
h
n∑
i=1
W˜i,nK
(
θ′x− θ′Xi
h
)
1Ti≤τ .
❉é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s t❡r♠❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ f˜h,τθ ✿
rˆh,τ1n,θ(x, y) =
1
h3
n∑
i=1
W˜i,n(x−Xi)K ′
(
θ′x− θ′Xi
h
)
K
(
y − Ti
h
)
1Ti≤τ ,
r¯h,τ1,θ (x, y) =
1
h3
E
[
(x−X)K ′
(
θ′x− θ′X
h
)
K
(
y − Y
h
)
1Y≤τ
]
,
rτ1,θ(x, y) =
∂
∂u
{
E
[
(x−X)|θ′X = u, Y = y]fθ′X,Y (u, y)}∣∣∣
u=θ′x
1y≤τ ,
♣✉✐s
rˆh,τ2n,θ(x, y) =
1
h2
n∑
i=1
K
(
θ′x− θ′Xi
h
)
K
(
y − Ti
h
)
W˜i,n1Ti≤τ ,
r¯h,τ2,θ (x, y) =
1
h2
E
[
K
(
θ′x− θ′X
h
)
K
(
y − Y
h
)
1Y≤τ
]
,
rτ2,θ(x, y) = fθ′X,Y (θ
′x, y)1y≤τ
✻✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡
❡t
rˆh,τ3n,θ(x, y) =
1
h2
n∑
i=1
(x−Xi)K ′
(
θ′x− θ′Xi
h
)
1Ti≤τ ,
r¯h,τ3,θ (x, y) =
1
h2
E
[
(x−X)K ′
(
θ′x− θ′X
h
)
1Y≤τ
]
,
rτ3,θ(x, y) =
∂
∂u
{
E [(x−X)1Y≤τ |θ′X = u]fθ′X(u)
}∣∣
u=θ′x
.
❊♥✜♥✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s
f¯h,τθ′X(θ
′x) =
1
h
E
[
K
(
θ′x− θ′X
h
)
1Y≤τ
]
.
❆❧♦rs✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✭✷✳✶✻✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
sup
θ,x,y,h,τ
√
nh
log n
∣∣∣fˆh,τθ′X(θ′x)− f¯h,τθ′X(θ′x)∣∣∣1y≤τ = Op.s.(1),
sup
θ,x,y,h,τ
√
nh4
log n
∥∥∥rˆh,τ1n,θ(x, y)− r¯h,τ1,θ (x, y)∥∥∥1y≤τ = Op.s.(1),
sup
θ,x,y,h,τ
√
nh2
log n
∣∣∣rˆh,τ2n,θ(x, y)− r¯h,τ2,θ (x, y)∣∣∣1y≤τ = Op.s.(1),
sup
θ,x,y,h,τ
√
nh3
log n
∥∥∥rˆh,τ3n,θ(x, y)− r¯h,τ3,θ (x, y)∥∥∥1y≤τ = Op.s.(1). ✭✷✳✶✼✮
P♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❜✐❛✐s✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✻✱ ♦♥ ❛ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✿
sup
θ,x,y,h,τ
h−β
∣∣∣f¯h,τθ′X(θ′x)− f τθ′X(θ′x)∣∣∣1y≤τ = O(1),
sup
θ,x,y,h,τ
h−β
∥∥∥r¯h,τi,θ (x, y)− rτi,θ(x, y)∥∥∥1y≤τ = O(1), ♣♦✉r i = 1, 2 ❡t 3. ✭✷✳✶✽✮
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡✱
rτ1,θ(x, y)
f τθ′X(θ
′x)
− r
τ
2,θ(x, y)× rτ3,θ(x, y)
f τθ′X(θ
′x)2
= ∇f τθ (θ′x, y).
❊♥ ❡✛❡t✱
f τθ (θ
′x, y) =
f τθ′X,Y (θ
′x, y)
f τθ′X(θ
′x)
,
♦ù
f τθ′X,Y (θ
′x, y) = fθ′X,Y (θ
′x, y)1y≤τ
✼✵
✷✳✷ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❡t ❞♦♥❝
∇f τθ (θ′x, y) =
x
f τθ′X(θ
′x)
∂
∂u
{
f τθ′X,Y (u, y)
}∣∣
u=θ′x
− xf
τ
θ′X,Y (θ
′x, y)f τθ′X(θ
′x)′
f τθ′X(θ
′x)2
.
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛
rτ1,θ(x, y)
f τθ′X(θ
′x)
=
x
f τθ′X(θ
′x)
∂
∂u
{
f τθ′X,Y (u, y)
}∣∣
u=θ′x
− ∂
∂u
{
E
[
X|θ′X = u, Y = y]}∣∣∣
u=θ′x
f τθ (θ
′x, y)
− E
[
X|θ′X = θ′x, Y = y]
f τθ′X(θ
′x)
∂
∂u
{
f τθ′X,Y (u, y)
}∣∣∣
u=θ′x
❡t ❡♥ é❝r✐✈❛♥t
E
[
X|θ′X = u, Y = y] = ∫ xfX,Y (x, y)dx
fθ′X,Y (u, y)
,
♦♥ ✈♦✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs t❡r♠❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r E
[
X|θ′X,Y ] ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ❞❡ rτ1,θ(x, y)(f
τ
θ′X(θ
′x))−1 s✬❛♥♥✉❧❡♥t✳ ❊♥s✉✐t❡✱
rτ2,θ(x, y)× rτ3,θ(x, y)
f τθ′X(θ
′x)2
=
f τθ′X,Y (θ
′x, y)
f τθ′X(θ
′x)2
(
x
∂
∂u
{
E
[
1Y≤τ |θ′X = u
]
fθ′X(u)
}∣∣∣
u=θ′x
− ∂
∂u
{
E
[
X1Y≤τ |θ′X = u
]
fθ′X(u)
}∣∣∣
u=θ′x
)
❡t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡
E [1Y≤τ |θ′X = u] = f
τ
θ′X(u)
fθ′X(u)
,
E [X1Y≤τ |θ′X = u] = E [X1Y≤τ ]
fθ′X(u)
❡t
f τθ′X(θ
′x)′ =
∂
∂u
{
E
[
1Y≤τ |θ′X = u
]}∣∣∣
u=θ′x
fθ′X(θ
′x) + E
[
1Y≤τ |θ′X = θ′x
]
fθ′X(θ
′x)′
♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt q✉✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❞❡ ∇f τθ (θ′x, y) ♣✉✐sq✉❡
xf τθ′X,Y (θ
′x, y)f τθ′X(θ
′x)′
f τθ′X(θ
′x)2
=
f τθ′X,Y (θ
′x, y)
f τθ′X(θ
′x)2
(
x
∂
∂u
{
E
[
1Y≤τ |θ′X = u
]}∣∣∣
u=θ′x
fθ′X(θ
′x)
+ xE [1Y≤τ |θ′X = u]fθ′X(θ′x)′
)
❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s t❡r♠❡s ❞❡ rτ2,θ(x, y)r
τ
3,θ(x, y)(f
τ
θ′X(θ
′x)2)−1 s✬❛♥♥✉❧❡♥t✳
✼✶
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ∇θfˆh,τθ −∇θf τθ ✱ ♦♥ é❝r✐t ✿
rˆh,τ1n,θ(x, y)
fˆh,τθ′X(θ
′x)
− r
τ
1,θ(x, y)
f τθ′X(θ
′x)
=
rˆh,τ1n,θ(x, y)− rτ1,θ(x, y)
fˆh,τθ′X(θ
′x)
+
(
f τθ′X(θ
′x)− fˆh,τθ′X(θ′x)
)
rτ1,θ(x, y)
fˆh,τθ′X(θ
′x)f τθ′X(θ
′x)
✭✷✳✶✾✮
❡t ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ✭✷✳✶✼✮ ❡t ✭✷✳✶✽✮✳ ❈♦♠♠❡
♦♥ s✬❡st ♣❧❛❝é s✉r ❞❡s x ∈ X t❡❧s q✉❡ Jθ(x, c) > 0✱ ♦♥ ❛ f τθ′X(θ′x) > 0 ❡t fˆh,τθ′X(θ′x) > 0 ♣✉✐sq✉❡
fˆh,τθ′X(θ
′x) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs f τθ′X(θ
′x)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱
rˆh,τ2n,θ(x, y)rˆ
h,τ
3n,θ(x, y)(
fˆh,τθ′X(θ
′x)
)2 − r
τ
2,θ(x, y)r
τ
3,θ(x, y)(
f τθ′X(θ
′x)
)2 =
(
rˆh,τ2n,θ(x, y)
fˆh,τθ′X(θ
′x)
− r
τ
2,θ(x, y)
f τθ′X(θ
′x)
)
rτ3,θ(x, y)
f τθ′X(θ
′x)
+
rˆh,τ1n,θ(x, y)
fˆh,τθ′X(θ
′x)
(
rˆh,τ3n,θ(x, y)
fˆh,τθ′X(θ
′x)
− r
τ
3,θ(x, y)
f τθ′X(θ
′x)
)
❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ q✉❡ ✭✷✳✶✾✮ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s✱
✐❧ s✉✣t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ✭✷✳✶✼✮ ❡t ✭✷✳✶✽✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡
rés✉❧t❛t ✜♥❛❧✳
✷✳✷✳✹ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s ✿ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦①
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ❛ été très ❧❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ré❝❡♥ts ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❛♣♣❡❧é ❛✉ss✐ ♠♦❞è❧❡ à ✐♥t❡♥s✐té ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✭✈♦✐r ❈♦①
✭✶✾✼✷✮✮✱ ♦♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s❡♠✐ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛s❛r❞✳ ❖♥ ❡st✐♠❡ ❣é♥é✲
r❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡t ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r
❧❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛rt✐❝❧❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❋❧❡✲
♠✐♥❣ ❡t ❍❛rr✐♥❣t♦♥ ✭✶✾✾✶✮✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs
✈ér✐✜é❡s ♣❛r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❆✈❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✳ ❖♥ ♥♦t❡ h ❧❡ t❛✉①
❞❡ ❤❛s❛r❞ ✭♦✉ r✐sq✉❡ ✐♥st❛♥t❛♥é✮ ❞❡ Y ✱ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Y ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té✱ ♣❛r ✿
h(y|x) = fY |X(x, y)
1− FY |X(x, y)
,
✼✷
✷✳✷ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♦ù FY |X(x, y) = P(Y ≤ y|X = x)✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ h ❞ét❡r♠✐♥❡ t♦✉t❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ Y
s❛❝❤❛♥t X ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ ♦♥ ❧✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
h(y|x) = lim
∆y→0
P (y < Y ≤ y +∆y|Y > y,X = x)
∆y
,
q✉❡ h ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✓ ✈✐t❡ss❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ✔ ❞❡ Y à ❧✬✐♥st❛♥t y s❛❝❤❛♥t X✳ ❙✐ Y
r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❞❡ ❞é❝ès ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ h s❡r❛ ❛❧♦rs ❧❡ t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té ❞✉ ♣❛t✐❡♥t s❛❝❤❛♥t
❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ X✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ♦♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
h(y|x) = h0(y) exp(θ′0x), ✭✷✳✷✵✮
♦ù h0 : Y 7→ R ❡t θ0 ∈ Θ s♦♥t ✐♥❝♦♥♥✉s✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥tér❡ss❛♥t❡
❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ✿ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ✐♥st❛♥t❛♥és ♣♦✉r ❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉s ♣♦ssé❞❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s X1 ❡t X2 ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ X1 ❡t X2 ❡t ♣❛s ❞❡ Y ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
h(y|x1)
h(y|x2) = exp(θ
′
0x1 − θ′0x2).
❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ♣❛r❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✭✷✳✷✵✮✱ ♠♦❞è❧❡ à r✐sq✉❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡
r✐sq✉❡ r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❞é❝ès à ❧✬✐♥st❛♥t y ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♣♦ssé❞❛♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s X1 ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♣♦ssé❞❛♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s X2✱ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ t❡♠♣s ♦ù ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❝❡s
r✐sq✉❡s ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉rs ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s X1 ❡t X2✳
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ✭✷✳✷✵✮ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✿ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡
♣❛r❛♠ètr❡ θ0 ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h0 ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ h✳ ❈♦① ✭✶✾✼✷✮ ♣r♦♣♦s❡ ❛❧♦rs
❞✬❡st✐♠❡r θ0 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ ❢❛✐s❛♥t ♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r h0✳
◗✉❛♥t à h0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❞❡s q✉❛♥t✐tés s✬❡①♣r✐♠❛♥t
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ h0✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❇r❡s❧♦✇ ❡t ❈r♦✇❧❡② ✭✶✾✼✹✮ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r∫
h0(s)ds✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲❆❛❧❡♥ ✭✈♦✐r ◆❡❧s♦♥ ✭✶✾✻✾✮✱
◆❡❧s♦♥ ✭✶✾✼✷✮ ❡t ❆❛❧❡♥ ✭✶✾✼✽✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❋❧❡♠✐♥❣ ❡t ❍❛rr✐♥❣t♦♥ ✭✶✾✾✶✮✮✳
❈❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♠♣♦s❡ t♦✉t❡❢♦✐s ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❡♥tr❡ θ0 ❡t X ❡t ♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t ❣é♥ér❛❧✐s❡r
❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t
h(y|x) = g(θ′0x, y), ✭✷✳✷✶✮
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❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡
♦ù g : R2 7→ R ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ fθ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ fθ ✈ér✐✜❡ ✭✷✳✼✮✳ ❆❧♦rs✱ FY |X ✈ér✐✜❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡①✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬♦♥
❛ ✿
FY |X = FY |θ′X ,
♦ù FY |θ′X(θ
′x, y) = P(Y ≤ y|θ′X = θ′x)✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ h✱ ♦♥ ❛ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬é❣❛❧✐té ✭✷✳✷✶✮✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡
✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ✭✷✳✼✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✼✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s ❡t ♦♥ ❡st✐♠❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ0
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❉❛♥s ❧❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✭✷✳✼✮ ♠❛✐s
♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦①✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸
➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡
✉♥✐q✉❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡s
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♣❧✉s ❣é✲
♥ér❛❧ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ❡t ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s s✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
♦❜t❡♥✉✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❈♦① ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❝♦✉✈r❡ ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✳
▲❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① q✉✐ ♦♥t ❞é❥à été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
à ❡st✐♠❡r ✉♥❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ ét✉❞✐❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ q✉❛♥t✐❧❡✳
❑♦✉❧ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✶✮✱ ❙t✉t❡ ✭✶✾✾✾✮ ❡t ❉❡❧❡❝r♦✐① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ♦♥t ❝♦♥s✐❞éré ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥
♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❛♣♣❛rt❡♥✐r à
✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞❡s rés✐❞✉s✳ ●❛♥♥♦✉♥ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✺✮ ♦♥t ét✉❞✐é ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐❧❡✱
▲✉ ❡t ❇✉r❦❡ ✭✷✵✵✺✮ ❡t ▲♦♣❡③ ✭✷✵✵✾✮ q✉❛♥t à ❡✉①✱ ♦♥t ét✉❞✐é ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡
✉♥✐q✉❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✳
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❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
▲❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ♦♥t été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❧❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❞❡ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛✐t q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❡①♣❧✐q✉é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✉♥ ✐♥térêt
♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❡st q✉✬✐❧s ❡♥❣❧♦❜❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ✭✷✳✼✮ q✉✐ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré♣♦♥s❡✱ ♣❧✉tôt q✉❡ s✉r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s
❞❡s rés✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥❞❡① ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ▼✲❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❡♣r❡♥❞
✐❝✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❡❝r♦✐① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❛♥s ❝❡♥s✉r❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦✲
t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❝❛s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♦ù ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
ré♣♦♥s❡ s❡r❛✐t ❝♦♥♥✉❡✳ P♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r à ♥♦②❛✉
❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡
❧✐ss❛❣❡✱ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❛❞❛♣t❛t✐❢ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝❡
♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❛s♣❡❝t t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ♥♦tr❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡
♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st ♣❛r❢♦✐s ♠❛✉✈❛✐s❡
❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖♥ ❝♦♥t♦✉r♥❡ s♦✉✈❡♥t ❝❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♠♦♠❡♥t s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré♣♦♥s❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ✭✈♦✐r
❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✹✮✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❝♦♥s✐st❡ à tr♦♥q✉❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❡♥❧❡✈❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❜♦r♥❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✶✳✼✮✳ ❖♥ ❝✐t❡ à t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡
❍❡✉❝❤❡♥♥❡ ❡t ❱❛♥ ❑❡✐❧❡❣♦♠ ✭✷✵✵✼✮ ♦✉ ❇r✉♥❡❧ ❡t ❈♦♠t❡ ✭✷✵✵✻✮ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✐
♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥✳ ❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ❧❛ ❜♦r♥❡
❞❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ét❛✐t ✜①é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❡t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬ét❛✐t
♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥ ❝❡ q✉✐
♥♦✉s ♣❡r♠❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡✱ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳
❉❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❜❛sé s✉r ❧❡ r✐sq✉❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡
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✸✳✷ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥❞❡① ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡✳ ▼❛✐s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬❛✉tr❡s ❝❤♦✐①
♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝r✐tèr❡s q✉✐ r❡st❡♥t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ♥♦s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱
♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ ❡t s✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✭❞❡ t②♣❡ ♥♦②❛✉✮ ❞❡
❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré♣♦♥s❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s
❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✬ét✉❞❡ s✉r
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✳ ▲❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ q✉✐ ♥♦✉s
♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞❡①✱ ❡♥tr❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳
✸✳✷ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
✸✳✷✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ fY |X(x, y) q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Y s❛❝❤❛♥t X = x✱ é✈❛❧✉é❡ ❛✉ ♣♦✐♥t y✳ ❙✐ ♦♥ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r
fY |X ✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬❡st✐♠❡r ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❛♥s
❝❡♥s✉r❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s à ♥♦②❛✉① ♣❡r♠❡tt❛♥t ❝❡❧❛ ✭✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ✢é❛✉ ❞❡
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡♠♣ê❝❤❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞ès q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st tr♦♣
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✭d ≥ 4 ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ s❡♠✐✲
♣❛r❛♠étr✐q✉❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ q✉✐ ✐♠♣♦s❡
❞❡ ❢♦rt❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛rté✱ ♦♥
r❛♣♣❡❧❧❡ ✐❝✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ét✉❞✐❡r ✿
∃θ0 ∈ Θ, fY |X(x, y) = fθ0(θ′0x, y), ✭✸✳✶✮
♦ù fθ(u, y) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Y s❛❝❤❛♥t θ′X = u é✈❛❧✉é❡ ❛✉ ♣♦✐♥t y✳ P♦✉r
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉✱ ♦♥ ✈❛ ✐♠♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡
θ0 s♦✐t é❣❛❧❡ à 0✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦①✱ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✸✳✶✮ ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧
♣✉✐sq✉✬✐❧ s✉♣♣♦s❡ s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ Y s❛❝❤❛♥t X ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s
❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s s❛♥s ✐♠♣♦s❡r ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❤❛s❛r❞✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛
✼✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
❞✐t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✸✳✶✮ ❛ ❞é❥à été ét✉❞✐é ♣❛r ❉❡❧❡❝r♦✐① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❛♥s ❝❡♥s✉r❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Y ♥❡
s♦♥t ♣❛s t♦✉t❡s ♦❜s❡r✈é❡s✳ P✉✐sq✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡✱
♦♥ ❞❡✈r❛ ❛❧♦rs ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳ P♦✉r
♣❛❧❧✐❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ét❛✐t
❞❡ tr♦♥q✉❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Y ✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡r❛ Aτ ✱ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝ts ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {t : τ1 ≤ t ≤ τ}✱ ♣♦✉r τ ≤ τ0 ❡t ♦ù τ0 < τH ✳ ❆✐♥s✐✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
q✉❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ Aτ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ FˆX,Y ❞❛♥s
❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❛❞❛♣té❡ à ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ tr♦♥q✉❡r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♥✬❛❥♦✉t❡
❛✉❝✉♥ ❜✐❛✐s ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ θ0✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✸✳✶✮✱
f τY |X(x, y) = f
τ
θ0(θ
′
0x, y), ✭✸✳✷✮
♦ù f τY |X(x, y) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Y s❛❝❤❛♥t X = x ❡t Y ∈ Aτ é✈❛❧✉é❡
❛✉ ♣♦✐♥t y ❡t f τθ (u, y) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Y s❛❝❤❛♥t θ
′X = u ❡t Y ∈ Aτ
é✈❛❧✉é❡ ❛✉ ♣♦✐♥t y. P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ0 ❡st ❧❡ ♠ê♠❡
❞❛♥s ✭✸✳✶✮ ❡t ❞❛♥s ✭✸✳✷✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r τ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r
❞❡ θ0✳
✸✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ét❡♥❞r❡ ❛✉ ❝❛s ❝❡♥s✉ré ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✶✮ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r
❉❡❧❡❝r♦✐① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❡t ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ J ≥ 0✱
Lτ (θ, J) = E
[
log f τθ (θ
′X,Y )J(X)1Yi∈Aτ
]
=
∫∫
log f τθ (θ
′x, y)J(x)1y∈AτdFX,Y (x, y), ✭✸✳✸✮
♦ù J r❡♣rés❡♥t❡ ♥♦tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr✐♠♠✐♥❣✳ ❙♦✉s ✭✸✳✷✮✱ θ0 ♠❛①✐♠✐s❡ ❞♦♥❝ Lτ (θ, J) ♣♦✉r t♦✉t
τ < τ0✱ ❝❡ ♠❛①✐♠✉♠ ét❛♥t ✉♥✐q✉❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡t J ✳
➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ FX,Y ❡t f τθ s♦♥t ✐♥❝♦♥♥✉s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❡✈♦✐r ❧❡s ❡st✐♠❡r ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
✼✽
✸✳✷ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ Lτ (θ, J)✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ✭2.11✮✱
s❛✉❢ q✉✬♦♥ ✈❛ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
♣✉✐sq✉❡ ♥♦s ✈❛r✐❛❜❧❡s ré♣♦♥s❡s s♦♥t ❝❡♥s✉ré❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✳✸✮ ❞❡
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥ ▼❡✐❡r ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t à ♣rés❡♥t
Lτn(θ, f
τ , J) =
∫∫
log f τθ (θ
′x, y)J(x)1y∈AτdFˆX,Y (x, y)
=
n∑
i=1
Win log f
τ
θ (θ
′Xi, Ti)J(Xi)1Ti∈Aτ ,
✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ✭✸✳✸✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù {f τθ , θ ∈ Θ} s❡r❛✐t ❝♦♥♥✉❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡
❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ♦♥ ❡st✐♠❡ f τθ ♣❛r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r à ♥♦②❛✉✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s
✭✷✳✶✶✮✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✉s✉❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r à ❧❛ ♣❧❛❝❡✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥
❞é✜♥✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦②❛✉ K ❡t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢❡♥êtr❡s h✱
f˜h,τθ (θ
′x, y) =
∫∫
K
(
θ′x− θ′v
h
)
K
(
y − w
h
)
1w≤τdF˜X,Y (v, w)
h
∫∫
K
(
θ′x− θ′v
h
)
1w≤τdF˜X,Y (v, w)
✭✸✳✹✮
❡t ❡♥✜♥✱
fˆh,τθ (θ
′x, y) =
∫∫
K
(
θ′x− θ′v
h
)
K
(
y − w
h
)
1w≤τdFˆX,Y (v, w)
h
∫∫
K
(
θ′x− θ′v
h
)
1w≤τdFˆX,Y (v, w)
. ✭✸✳✺✮
▲❛ q✉❛♥t✐té f˜h,τθ ❥♦✉❡r❛ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ fˆ
h,τ
θ ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✽ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ f˜h,τθ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ✐❝✐✳ ◗✉❛♥t à fˆ
h,τ
θ ✱
s♦♥ ét✉❞❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❛r❝❡ q✉❡ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡
s♦♠♠❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♥♦♥ ✐✳✐✳❞✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ♠❛❥❡✉r❡ rés✐❞❡r❛ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ fˆh,τ ❡t f˜h,τ ✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛rté✱ ♥♦✉s rés✉♠♦♥s à ♣rés❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❡t ❧❛ ❢❡♥êtr❡✳
❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡✱
✼✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
✭✐✮ K ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ 2 ❢♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❡t ❞✬♦r❞r❡ 4 ❞♦♥t s❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ 0✱ 1
❡t 2 s♦♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❜♦r♥é❡s✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✱ ❞✐s♦♥s [−1/2, 1/2] ❡t∫
R
K(s)ds = 1✱
✭✐✐✮ κ := ‖K‖∞ = supx∈R |K(x)| <∞✱
✭✐✐✐✮ K := {K((x − ·)/h) : h > 0, x ∈ Rd} ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❡s✉r❛❜❧❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✲
♠❡♥t✱
✭✐✈✮ h ∈ Hn ⊂ [an−α, bn−α] ❛✈❡❝ a, b ∈ R, 1/8 < α < 1/6 ❡t ♦ù Hn ❡st ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té kn
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t knn
−4α → 0✳
◗✉❛♥t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr✐♠♠✐♥❣ J ✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥
✷✳✷✳✷✱ ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❆✐♥s✐ ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ s❡r❛ ❞é✜♥✐ ♣❛r
θn = argmax
θ∈Θ
Lτn(θ, fˆ
h0 , JB)
❡t ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ✜♥❛❧ ♣❛r
θˆ = argmax
θ∈Θn
Lτn(θ, fˆ
h, Jˆ0).
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❉❡❧❡❝r♦✐① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ Jˆ0 ❡st ❡♥ ❢❛✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t à J0 ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s
♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ♣❛rt♦✉t Jˆ0 ♣❛r J0✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❞é❥à ❢❛✐t r❡♠❛rq✉❡r✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥
♣❛r❛♠étr✐q✉❡ r❡♣♦s❡ ❢♦rt❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ♣❛r❛ît très ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡
ré✉ss✐r à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s
❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
✸✳✷✳✸ ❈❤♦✐① ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❝❤♦✐s✐r à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ θ✱
✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❛❞❛♣té❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ f τθ ✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❞❡ ❝r♦ss
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❋❛♥ ❡t ❨✐♠ ✭✷✵✵✹✮ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
hˆτ (θ) = argmin
h∈Hn
n∑
i=1
Win1Ti∈Aτ
{∫
Aτ
fˆh,τθ (θ
′Xi, w)
2dw − 2fˆh,τθ (θ′Xi, Ti)
}
. ✭✸✳✻✮
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✸✳✷ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❈❡ ❝r✐tèr❡ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ■❙❊ ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✸✳✸✮ ❞❛♥s ❋❛♥ ❡t
❨✐♠ ✭✷✵✵✹✮ ♣❛r
∫
Aτ
∫ {fˆh,τθ (θ′x, y) − f τθ (θ′x, y)}2fθ′X(θ′x)dxdy✱ ❛❞❛♣té❡ à ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ θ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r
θˆτ (hˆ) = argmax
θ∈Θn
Lτn(θ, fˆ
hˆ,τ , Jˆ0). ✭✸✳✼✮
❉❛♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
hˆ ❞é♣❡♥❞ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ θ ❡t ❞❡ τ ✳ ❆ ♣rés❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡
tr♦♥❝❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢❡♥êtr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❤♦✐①
❞❡ τ ✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤♦✐① à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳
✸✳✷✳✹ ❈❤♦✐① ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥ ▼❡✐❡r s❡
❝♦♠♣♦rt❡ ♠❛❧ ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ q✉❡ s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞❡ ♠♦♠❡♥t ✭✶✳✹✮ ♥✬ét❛✐t ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ✐❧ ♥✬ét❛✐t ♠ê♠❡ ♣❛s
√
n ❝♦♥s✐st❛♥t✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♠ê♠❡
s♦✉s ✭✶✳✹✮✱ ✐❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r✱ à ❞✐st❛♥❝❡ ✜♥✐❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐❞s Wi,n ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉①
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦✐❡♥t tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥ts ❡t ✐♥✢✉❡♥❝❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡
❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ P♦✉r ② r❡♠é❞✐❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ t②♣❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥✱ ❡❧❧❡s ♥❡
❞♦♥♥❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ τ ✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❖♥ ♥♦t❡
E2(τ) = lim sup
n→∞
E
[
‖θˆτ (hˆτ )− θ0‖2
]
❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ θˆτ (hˆ) ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬♦♥ ❛ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❝♦♥s✐st❛♥t Eˆ2(τ) ❞❡ ❝❡tt❡
q✉❛♥t✐té✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ t❡❧ q✉❡
sup
τ1≤τ≤τ0
|Eˆ2(τ)− E2(τ)| P−→ 0.
❈✬❡st ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❝❡ t②♣❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣r♦♣♦s❡ à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r
❡♠♣✐r✐q✉❡✱ ♦♥ ❞é❝✐❞❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r τ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
τˆ = argmin
τ1≤τ≤τ0
Eˆ2(τ).
✽✶
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
◆♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ✜♥❛❧ ❞❡ θ0 s❡r❛ ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❡t ❞✬✉♥ ❝❤♦✐①
❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡r❛
θˆ = θˆτˆ (hˆ).
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ tr♦♥q✉❡r ♥♦s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♥❡ r❛❥♦✉t❡ ♣❛s ❞❡ ❜✐❛✐s ❞❛♥s ❧✬❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ θ0✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ♦♥ ❡♥❧è✈❡ tr♦♣ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ r✐sq✉❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❛
✈❛r✐❛♥❝❡ t❛♥❞✐s q✉❡ s✐ ♦♥ ❡♥❧è✈❡ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥s ❝❡❧❛ ❞❡✈r❛✐t ❧❛ ❞✐♠✐♥✉❡r✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ τ ❡st ❜❛sé❡ s✉r
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ θˆ ❡t ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♠♣r♦♠✐s ♣❛r♠✐ ❝❡s ❞❡✉①
❛s♣❡❝ts✳
✸✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s
✸✳✸✳✶ ❈♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ θˆ
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛
❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ θˆ✳ ➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❝❡♥s✉ré❡s ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❞❛♥s t♦✉t❡
❧❛ s✉✐t❡ q✉✬♦♥ ❡st s♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✶✳✶ ❡t ✶✳✷✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ♦♥ ❞♦✐t r❛❥♦✉t❡r
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡r❛ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
❡♥ é❝r✐✈❛♥t supx,y,h,τ,θ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡ s✉♣r❡♠✉♠ s✉r x ∈ X ✱ y ∈ Y✱ h ∈ Hn✱ τ1 ≤ τ ≤ τ0 ❡t
θ ∈ Θ✳
❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✷✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t τ1 ≤ τ ≤ τ0 ❡t t♦✉t θ ∈ Θ− {θ0},
Lτ (θ0, JB)− Lτ (θ, JB) > 0.
❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✸✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t θ1, θ2 ∈ Θ, γ > 0, x ∈ X , y ∈ Y ❡t ♣♦✉r ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ Φ t❡❧❧❡ q✉❡ E [Φ(X,Y )] < +∞✱ ♦♥ ❛
sup
τ
|f τθ1(θ′1x, y)− f τθ2(θ′2x, y)| ≤ ‖θ1 − θ2‖γΦ(x, y).
✽✷
✸✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳ ❙♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✸✱ ♦♥ ❛
sup
τ,θ
∣∣Lτn(θ, fˆh0,τ , JB)− Lτ (θ, JB)∣∣ = oP(1), ✭✸✳✽✮
❡t ❞♦♥❝
θn
P−→ θ0.
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ✭✸✳✽✮✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛
♣❛rt✐❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ Lτn(θ, f
τ , JB)−Lτ (θ, JB)✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✸✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {log(f τθ (θ′·, ·)),
θ ∈ Θ, τ1 ≤ τ ≤ τ0} ❡st ●❧✐✈❡♥❦♦✲❈❛♥t❡❧❧✐ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✻ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿
sup
τ,θ
∣∣Lτn(θ, f τ , JB)− Lτ (θ, JB)∣∣ P−→ 0.
❖♥ ét✉❞✐❡ ❡♥s✉✐t❡ Lτn(θ, fˆ
h0,τ , JB) − Lτn(θ, f τ , JB)✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts
✜♥✐s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ c > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x, y, θ✱
∣∣ log fˆh0,τθ (θ′x, y)− log f τθ (θ′x, y)∣∣JB(x) ≤ c−1∣∣fˆh0,τθ (θ′x, y)− f τθ (θ′x, y)∣∣JB(x).
❆✐♥s✐✱
sup
τ,θ
|Lτn(θ, fˆh0,τ , JB)− Ln(θ, f τ , JB)|
≤ c−1 sup
x,y,τ,θ
|fˆh0,τθ (θ′x, y)− f τθ (θ′x, y)|JB(x)1y∈Aτ
∫∫
dFˆ (x, y)
≤ c−1 sup
θ,y,u,τ
|fˆh0,τθ (u, y)− f τθ (u, y)|JB(x)1y∈Aτ .
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ fˆh,τθ ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✱ ♦♥ ❡♥
❞é❞✉✐t ❞♦♥❝
sup
θ,τ
∣∣Lτn(θ, fˆh0,τ , JB)− Lτn(θ, f τ , JB)∣∣ P−→ 0.
✸✳✸✳✷ ◆♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ θˆ
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s ❚❤é♦rè♠❡s ✶ ❡t ✷ ❞❡ ❙❤❡r♠❛♥ ✭✶✾✾✹✮✳ ❈❡s ❞❡✉① rés✉❧✲
t❛ts ✈♦♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ θˆ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
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❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❞éq✉❛t❡ ❞❡ Lτn(θ, fˆ
h,τ , Jˆ0) − Lτ (θ, J0)✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s Γ ❡t Γn✱ ❞❡✉①
❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ♠❛①✐♠✉♠ θ0 ❡t θn✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❤é♦rè♠❡ ✈❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r
❧❛ ♥✲❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ θn ✈❡rs θ0 s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ θn ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs θ0 ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ❈♦♠❜✐♥é
❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❤é♦rè♠❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❧♦✐ ❞❡ θn − θ0 ✈❡rs ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛❧é❛t♦✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ❧❡s s✉♣r❡♠✉♠ s✉r θ s❡r♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r✐s ♣♦✉r
θ ∈ Θn✳ ▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s s✉♣r❡♠✉♠ s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡st❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ θn ♠❛①✐♠✐s❡ Γn(θ) ❡t θ0 ♠❛①✐♠✐s❡ Γ(θ)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ é❣❛❧❡✲
♠❡♥t q✉❡ θn ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✈❡rs θ0 ❡t q✉❡
✭✐✮ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ N ❞❡ θ0 ❡t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ η > 0 t❡❧s q✉❡
Γ(θ) ≤ −η(θ − θ0)′(θ − θ0)
♣♦✉r t♦✉t θ ∈ N ✱
✭✐✐✮ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r ✉♥ oP(1)✲✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ θ0✱
Γn(θ) = Γn(θ0)+Γ(θ)+(θ−θ0)′Q1n(θ)+(θ−θ0)′Q2n(θ)(θ−θ0)+Q3n(θ)−Γ(θ0), ✭✸✳✾✮
♦ù supθQ1n(θ) = OP(n
−1/2)✱ supθQ2n(θ) = oP(1) ❡t supθQ3n(θ) = OP(n
−1)✳ ❆❧♦rs
θn − θ0 = OP(n−1/2).
❯♥❡ ❢♦✐s ♦❜t❡♥✉❡ ❧❛
√
n✲❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ θn ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❤é♦rè♠❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❡♥ ❧♦✐ ❞❡ θn − θ0 s♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ Γn ❞❛♥s
✉♥ OP(n−1/2)✲✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ θ0✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ θn ❡st
√
n✲❝♦♥s✐st❛♥t ♣♦✉r θ0 ❡t q✉❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r ❧❡s
OP(n
−1/2)✲✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞❡ θ0✱
Γn(θ) = Γn(θ0) +
1
2
(θ − θ0)′V θ + 1√
n
(θ − θ0)′Wn + oP(n−1), ✭✸✳✶✵✮
♦ù V ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞é✜♥✐❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❡t Wn ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ❧♦✐ ✈❡rs ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧♦✐
N(0,∆)✳ ❆❧♦rs✱
θn − θ0 = −n−1/2V −1Wn +Rn(θ),
✽✹
✸✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s
♦ù supθ Rn(θ) = oP(n
−1/2) ❡t ❞♦♥❝
√
n(θn − θ0) L−→ N (0, V −1∆V −1).
❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✹✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t θ1, θ2 ∈ Θ✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φ t❡❧❧❡ q✉❡
‖Φ‖∞ < +∞✱ ♣♦✉r γ > 0✱ x ∈ X ❡t y ∈ Y✱ ♦♥ ❛
sup
τ
‖∇2θf τθ1(x, y)−∇2θf τθ2(x, y)‖ ≤ ‖θ1 − θ2‖γΦ(x, y).
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ✜♥✐s ✿
sup
τ
‖∇θf τθ1(x, y)−∇θf τθ2(x, y)‖ ≤ ‖θ1 − θ2‖M
❡t
sup
τ
‖f τθ1(x, y)− f τθ2(x, y)‖ ≤ ‖θ1 − θ2‖M ′,
♣♦✉r 0 < M,M ′ < +∞✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ s♦✉✈❡♥t ❝❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t
ré❢ér❡♥❝❡ à ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✹✳
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡
r❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❱❛♥ ❞❡r
❱❛❛rt ❡t ❲❡❧❧♥❡r ✭✶✾✾✻✮✱ Cα(A,M) ❞és✐❣♥❡r❛ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s s✉r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é A ❞❡ Rd ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ α ✭❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞
❡♥t✐❡r ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ α✮ s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡s ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞
♦r❞r❡ ❡st ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞✬♦r❞r❡ α − α ✭✈♦✐r ♣❛❣❡ ✶✺✹ ❞❡ ❱❛♥ ❞❡r ❱❛❛rt ❡t ❲❡❧❧♥❡r ✭✶✾✾✻✮✮✳ ❉✬✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s k = (k1, . . . , kd) ❧❡s d ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✱
Dk =
∂k.
∂xk11 · · · ∂xkdd
,
♦ù k. =
∑
ki✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g : A 7→ R✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♥♦r♠❡
‖g‖Cα = max
k.≤α
sup
x
|Dkg(x)|+max
k.=α
sup
x,y,x 6=y
|Dkg(x)−Dkg(y)|
‖x− y‖α−α .
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Cα(A,M) r❡♣rés❡♥t❡ ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s g ❞❡ A ❞❛♥s
R t❡❧❧❡s q✉❡ ‖g‖Cα ≤M ✳
✽✺
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s rés✐❞❡ ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡s ❜♦r♥❡s s✉r ❧❡✉rs ❝♦✈❡r✐♥❣ ♥✉♠❜❡r
♦✉ ❜r❛❝❦❡t✐♥❣ ♥✉♠❜❡r q✉✐ ♥♦✉s ❛ss✉r❡♥t q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❉♦♥s❦❡r ✭✈♦✐r ❱❛♥ ❞❡r ❱❛❛rt ❡t ❲❡❧❧♥❡r
✭✶✾✾✻✮✮✳ ❊❧❧❡s ♣♦ssè❞❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡
❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡st ❉♦♥s❦❡r✳
❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✺✳ ❙♦✐❡♥t
H1 = C1+δ(θ′0X ×Aτ ,M),
H2 = xC1+δ(θ′0X ×Aτ ,M) + C1+δ(θ′0X ×Aτ ,M).
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f τθ0(·, ·) ∈ H1 ✭❡♥ t❛♥t q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ θ′0x ❡t y✮ ❡t ∇θf τθ0(·, ·) ∈ H2✳
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛❧♦rs✱ ❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✱ q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ f τθ0 ❡t ❞❡ ∇θf τθ0
❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à H1 ❡t H2✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❉♦♥s❦❡r q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡✲
r♦♥s ♣♦✉r ♥♦s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ H1 ❡t H2✳ ❙♦✐❡♥t W1, . . . ,Wn✱ n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ W ∈ θ′0X ×Aτ ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♠♣✐r✐q✉❡ Gn ♣❛r
Gn(g) =
1√
n
n∑
i=1
(
g(Wi)− E
[
g(W )
])
,
❡t ❧❛ s❡♠✐♥♦r♠❡ ρP ♣❛r
ρP(g) =
√
Var g(W ),
♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❞❡ H1 ♦✉ H2✳ ▲❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❉♦♥s❦❡r ♥❡ ✈ér✐✜❡♥t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥
t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡✱ ❡❧❧❡s ✐♠♣♦s❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s Gn s♦✐t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t
t❡♥❞✉✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❉♦♥s❦❡r q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞✬éq✉✐❝♦♥t✐♥✉✐té s✉✐✈❛♥t❡✳ P♦✉r t♦✉t ε > 0✱ ♦♥ ❛ ✿
lim
δ→0
lim sup
n→∞
P
(
sup
ρP(g1−g2)<δ
|Gn(g1 − g2)| > ε
)
= 0. ✭✸✳✶✶✮
◆♦✉s ❢❡r♦♥s ❛✐♥s✐ s♦✉✈❡♥t ré❢ér❡♥❝❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞✬éq✉✐❝♦♥t✐♥✉✐té ✭✸✳✶✶✮ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s H1 ❡t H2✳
✽✻
✸✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s
❙✐ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s f τθ ét❛✐t ❝♦♥♥✉❡✱ ♦♥ s❡r❛✐t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡t ❧❛
♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ θˆ ♣♦✉rr❛✐t s✬♦❜t❡♥✐r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s
✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❙t✉t❡ ✭✶✾✾✾✮ ♦✉
❉❡❧❡❝r♦✐① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t q✉✐
♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ θˆ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s
❚❤é♦rè♠❡s ✸✳✷ ❡t ✸✳✸✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ
♣❛r
ψ(δ,X, T ;ϕ) = δγ0(T )ϕ(X,T ) + (1− δ)γ1(T )− γ2(T ),
♦ù γ0✱γ1 ❡t γ2 s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳ ❙♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✹ ❡t ✸✳✺✱ ♦♥ ❛ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✭✐✮ s✉r ❧❡s oP(1)− ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞❡ θ0✱
Lτn(θ, f
τ , J0) = L
τ (θ, J0) + (θ − θ0)′T1n(θ) + (θ − θ0)′T2n(θ)(θ − θ0) + T3n(θ0),
♦ù supθ,τ |T1n| = OP(n−1/2)✱ supθ,τ |T2n| = oP(1) ❡t T3n(θ0) = Lτn(θ0, f τ , J0)−Lτ (θ0, J0)✳
✭✐✐✮ s✉r ❧❡s OP(n
−1/2)− ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞❡ θ0✱
Lτn(θ, f
τ , J0) = L
τ
n(θ0, f
τ , J0) + n
−1/2(θ − θ0)′Wn,τ − 1
2
(θ − θ0)′Vτ (θ − θ0) + T4n(θ),
♦ù supθ,τ |T4n| = oP(n−1)✱ f1(x, y) = f τ−1θ0 (θ′0x, y)J0(x, c)∇θf τθ0(x, y)✱
Wn,τ =
1√
n
n∑
i=1
ψ(δi, Xi, Ti; f11Aτ ) ❡t
Vτ = E
[
f τ
−2
θ0 (θ
′
0X,Y )J0(X, c)∇θf τθ0(X,Y )∇θf τθ0(X,Y )′1Y ∈Aτ
]
.
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ θ0 ❞❡ Lτn(θ, f
τ ) ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿
Lτn(θ, f
τ , J0) = L
τ
n(θ0, f
τ , J0) + (θ − θ0)′ ∇θLτn(θ, f τ , J0)|θ=θ0
+
1
2
(θ − θ0)′ ∇2θLτn(θ, f τ , J0)
∣∣
θ=θ˜
(θ − θ0), ✭✸✳✶✷✮
♣♦✉r θ˜ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ θ ❡t θ0✳
✽✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ✭✐✮✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧❡ ♠ê♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ♣♦✉r Lτ (θ, J0)✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ t❡r♠❡
(∇θLτn(θ, f τ , J0)|θ=θ0 − ∇θLτ (θ, f τ , J0)|θ=θ0)
=
(
n∑
i=1
Win∇θ log f τθ0(Xi, Ti)J0(Xi)1Ti∈Aτ − E [∇θ log f τθ0(X,Y )J0(X)1Y ∈Aτ ]
)
✭✸✳✶✸✮
❡st ❜✐❡♥ ✉♥ OP(n−1/2) ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✼✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
{(x, y) 7→ ∇θ log f τθ0(x, y)J0(x)1Ti∈Aτ } ❡st ✉♥❡ ❱❈ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛♣rès ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✺✳ P♦✉r ❧❡
❣r❛❞✐❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉①✱ ♦♥ é❝r✐t
∇2θLτn(θ, f τ , J0)
∣∣
θ=θ˜
=
(
∇2θLτn(θ, f τ , J0)
∣∣
θ=θ˜
− ∇2θLτn(θ, f τ , J0)
∣∣
θ=θ0
)
+ ∇2θLτn(θ, f τ , J0)
∣∣
θ=θ0
✭✸✳✶✹✮
❡t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ t❡♥❞ ✈❡rs 0 ♣✉✐sq✉❡ θ˜ ❡st ❞❛♥s ✉♥ oP(1) ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ θ0✳ ❖♥ ❢❛✐t ❧❛ ♠ê♠❡
❝❤♦s❡ ♣♦✉r Lτ (θ, f τ , J0) ❡t ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ✭✸✳✶✸✮ ♣♦✉r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ♣r✐s ❡♥ θ0✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s {(x, y) 7→ ∇2θ log f τθ0(x, y)J0(x)1Ti∈Aτ }
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❱❈ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛♣rès ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✸✳✹ ❡t ✸✳✺✳
P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ✭✐✐✮✱ ♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✸✳✶✷✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡
✶✳✼✱ ♦♥ tr♦✉✈❡
∇θLτn(θ, f τ , J0)|θ=θ0 =
1
n
n∑
i=1
ψ(δi, Xi, Ti; f11Aτ ) +Rn(f11Aτ ),
♦ù supf1,τ Rn(f11Aτ ) = OP(n
−1(log n)3)✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❜✐❡♥ ❧❡ t❡r♠❡ n−1/2(θ− θ0)′Wn,τ ✱
(θ − θ0)′Rn(f11Aτ ) ét❛♥t ✉♥ oP(n−1) ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ θ ❡t τ ✳ P♦✉r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉①✱
❡♥ é❝r✐✈❛♥t ✭✸✳✶✹✮✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❡st ✉♥ oP(n−1) ♣✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ♦♥ ❡st
s✉r ❞❡s OP(n−1/2) ✲✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞❡ θ0✳ P♦✉r ∇2θLτn(θ, f τ , J0)
∣∣
θ=θ0
✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s
❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✼ ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❜✐❡♥ ✈❡rs Vτ t❛♥❞✐s q✉❡
❧❡s ❛✉tr❡s ✭❝❡✉① ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r γ1✱ γ2 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ r❡st❡✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs 0 ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ‖θ− θ0‖2 = OP(n−1)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡s t❡r♠❡s s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ θ ❡t τ ❞❡s
oP(n
−1)✳
❉❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ θˆ ❛ ❧❛ ♠ê♠❡
❧♦✐ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣✉r❡♠❡♥t ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳
✽✽
✸✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✳ ❙♦✐t τ∗ = argminτ E
2(τ). ❙♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✸✳✶ à ✸✳✺✱ ♦♥ ❛ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ✐✳✐✳❞✳ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
θˆ − θ0 = − 1
n1/2
V −1τ∗ Wn,τ∗ + oP(n
−1/2), ✭✸✳✶✺✮
♦ù Vτ ❡t Wn,τ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱
n1/2(θˆ − θ0) L−→ N (0,Στ∗)
♦ù Στ∗ = V
−1
τ∗ ∆τ∗(f1)V
−1
τ∗ ✱ ∆τ∗(f1) = Var
(
ψ(δ,X, T ; f11Aτ∗ )
)
❡t f1 ❡st ❞é✜♥✐ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳
❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ é♥♦♥❝é ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ■❧ ♠♦♥tr❡ q✉✬❛s②♠♣✲
t♦t✐q✉❡♠❡♥t✱ ♠❛①✐♠✐s❡r Lτn(θ, fˆ
h,τ , J) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♠❛①✐♠✐s❡r Lτn(θ, f
τ , J)✳
▲❡♠♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✳ ❙♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✸✳✶ à ✸✳✺✱
Lτn(θ, fˆ
h,τ , Jˆ0) = L
τ
n(θ, f
τ , J0) + (θ − θ0)′Rn(θ, h, τ) + (θ − θ0)′Qn(θ, h, τ)(θ − θ0) + L˜τn(θ0),
♦ù
sup
θ,h,τ
Rn(θ, h, τ) = oP(n
−1/2),
sup
θ,h,τ
Qn(θ, h, τ) = oP(1)
❡t
L˜τn(θ0) = A
τ
1n(θ0, fˆ
h,τ )−Bτ2n(θ0, fˆh,τ ),
Aτ1n(θ0, fˆ
h,τ ) ❡t Bτ2n(θ0, fˆ
h,τ ) ét❛♥t ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡✳
❊♥ ✈✉❡ ❞❡s ❚❤é♦rè♠❡s ✸✳✷ ❡t ✸✳✸✱ ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ❝♦♠❜✐♥é ❛✈❡❝ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✹ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r✲
♠❡ttr❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳
Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✳ ❙♦✐❡♥t
Γ0n(θ, τ, h) = L
τ
n(θ, fˆ
h,τ , Jˆ0),
Γ1n(θ, τ) = L
τ
n(θ, fˆ
hˆ,τ , Jˆ0) ❡t
Γ2n(θ) = L
τˆ
n(θ, fˆ
hˆ,τˆ , Jˆ0).
✽✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ à ♣rés❡♥t ❧❡s ❚❤é♦rè♠❡s ✸✳✷ ❡t ✸✳✸ à Γin✱ ♣♦✉r i = 0, 1, 2✳ ❉✉ ▲❡♠♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t
❞❡ ✭✐✮ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✹ ❞é❝♦✉❧❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✭✸✳✾✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
✸✳✷✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✐♥s✐ ❧❛ OP (n−1/2)− ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ θˆ✳ ▲❡ ▲❡♠♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t ✭✐✐✮ ❞✉ ▲❡♠♠❡
✸✳✹ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛❧♦rs ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ✭✸✳✶✵✮✱ ❝❡ q✉✐
♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝
θˆ − θ0 = − 1
n1/2
V −1τ Wn,τ +Rn,τ (θ), ✭✸✳✶✻✮
♦ù supθ,τ Rn,τ (θ) = oP(n
−1/2)✳ ❖♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✺✮ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡✳
✸✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s
✸✳✹✳✶ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞❡ τ
❖♥ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✻✮✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ ❞✉ ▲❡♠♠❡
✸✳✹ ♣❡✉t s✬❡st✐♠❡r à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ψˆ(T, δ,X; fˆ1) = δγ
n
0 fˆ1(X,T ) + γ
n
1 (Ti)(1− δi)− γn2 (Ti),
♦ù γn0 ✱γ
n
1 ❡t γ
n
2 s♦♥t ❞é✜♥✐s ❡♥ ✭✶✳✽✮ ❡t fˆ1 ❡st ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r à ♥♦②❛✉ ❞❡ f1✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
fˆ1(x, y) = fˆ
τ−1
θˆ
(θˆ′x, y)Jˆ0(x, c)∇θfˆ τθˆ (x, y) ✳ ❆✐♥s✐✱
Wˆn,τ =
1√
n
n∑
i=1
ψˆ(Ti, δi, Xi; fˆ1).
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡ ∆(f1), ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❙t✉t❡
✭✶✾✾✻✮✱
∆ˆτ (fˆ1) =
1
n
n∑
i=1
[
ψˆ(Zi, δi, Xi; fˆ1)− 1
n
n∑
i=1
ψˆ(Zi, δi, Xi; fˆ1)
]⊗2
, ✭✸✳✶✼✮
♦ù ⊗2 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛✈❡❝ s❛ tr❛♥s♣♦sé❡✳ ❖♥ ❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❝♦♥s✐st❛♥t
❞❡ Vτ s✉✐✈❛♥t
Vˆτ =
∫∫
fˆh,τ
−2
θˆ
(y, θˆ′x)Jˆ0(x, c)∇θfˆh,τθˆ (y, x)∇θfˆ
h,τ
θˆ
(y, x)′1y∈AτdFˆ (x, y).
✾✵
✸✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ r✐sq✉❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♦♥ ♣r❡♥❞
Eˆ2τ =
1
n
Wˆ ′n,τ Vˆτ
−1
Vˆτ
−1
Wˆn,τ .
✸✳✹✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s
P♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ θ0 à ❞✐st❛♥❝❡ ✜♥✐❡✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✐❝✐
❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ◆♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❜❛sé s✉r ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❉❡❧❡❝r♦✐① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
Yi = θ
′
0Xi + εi, i = 1, . . . , n,
♦ù Yi ∈ R✱ θ0 = (1, 0.5, 1.4, 0.2)′ ❡t Xi ∼ ⊗4{0.2N (0, 1) + 0.8N (0.25, 2)}✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs εi s♦♥t
❝❡♥tré❡s ❞❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ é❣❛❧❡ à |θ′0X|✳ ❖♥ ❛ ♣r✐s ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✬♦r❞r❡ 4
K(u) = 2k(u)− k ∗ k(u),
♦ù ∗ r❡♣rés❡♥t❡ ✐❝✐ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t
k(u) =
3
4
(1− u2)1|u|≤1
❡st ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✬❊♣❛♥❡❝❤♥✐❦♦✈✳ ▲❡s ❝❡♥s✉r❡s s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λ✳ ❈❡
♣❛r❛♠ètr❡ ❡st ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ✜①❡r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝❡♥s✉r❡s ✿ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❞✬❛❜♦r❞ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r
p = 25% ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s ♣✉✐s ♣♦✉r p = 40%✳ hˆ ❡st ❝❤♦✐s✐ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ré❣✉❧✐èr❡
❡♥tr❡ ✶ ❡t ✶✳✺✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♥♦tr❡ ❝r✐tèr❡ ✭✸✳✻✮✳
❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❛❧♦rs ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r θˆτˆ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ✿ θˆ∞ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡
♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ θ0 s❛♥s tr♦♥❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❞♦♥❝ s❛♥s ❝❤♦✐① ❞❡ τ✮ ❡t θˆADE q✉✐ ❡st
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ▲✉ ❡t ❇✉r❦❡ ✭✷✵✵✺✮ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆❉❊ ✭✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ♣♦✉r ❞❡s
r❛♣♣❡❧s s✉r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✮✳ ❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ♦♥ ❛ r❡♣♦rté ♥♦s rés✉❧t❛ts
s✉r 100 s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 100 ❡t 200✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❝❡♥s✉r❡✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r q✉❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ s♦✐t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✱ ♦♥ ❛ ❞û ✐♠♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ θ0 s♦✐t é❣❛❧❡ à 1✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ❡st✐♠❡r ❧❡s tr♦✐s
❛✉tr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ θ0✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs✱ ♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡
✭♥♦té❡ ▼❙❊✮ E (‖θˆ − θ0‖2) ❡♥tr❡ ❜✐❛✐s ❡t ✈❛r✐❛♥❝❡✳
✾✶
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
p = 25%, n = 100 ❇✐❛✐s ❱❛r✐❛♥❝❡ ▼❙❊
θˆADE


−0.112
−0.551
−0.155




0.14 0.005 −0.022
0.005 0.075 0.016
−0.022 0.016 0.116

 ✵✳✻✼✶✹✶✽✶
θˆ∞


0.057
0.215
0.048




0.033 0.012 0.001
0.012 0.073 −0.004
0.001 −0.004 0.027

 ✵✳✶✽✹✶✷✷✼
θˆτˆ


0.07
0.221
0.028




0.034 0.002 0.002
0.002 0.074 0
0.002 0 0.02

 ✵✳✶✽✷✺✾✽✵
❚❛❜✳ ✸✳✶ ✕ ❇✐❛✐s✱ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡t ❡rr❡✉rs q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ♣♦✉r 25% ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❡t ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s
❞❡ t❛✐❧❧❡ 100✳
p = 40%, n = 100 ❇✐❛✐s ❱❛r✐❛♥❝❡ ▼❙❊
θˆADE


−0.334
−0.743
−0.158




0.159 0.009 −0.014
0.009 0.268 0.048
−0.014 0.048 0.165

 ✶✳✷✽✵✶✻✸
θˆ∞


0.127
0.296
0.096




0.11 −0.034 −0.01
−0.034 0.101 0.021
−0.01 0.021 0.059

 ✵✳✸✽✷✾✼✾✼
θˆτˆ


0.074
0.176
0.061




0.064 −0.005 −0.004
−0.005 0.051 0.014
−0.004 0.014 0.069

 ✵✳✷✷✸✾✵✷✸
❚❛❜✳ ✸✳✷ ✕ ❇✐❛✐s✱ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡t ❡rr❡✉rs q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r 40% ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡
t❛✐❧❧❡ 100✳
✾✷
✸✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s
p = 25%, n = 200 ❇✐❛✐s ❱❛r✐❛♥❝❡ ▼❙❊
θˆADE


−0.189
−0.578
−0.133




0.096 0.003 0.006
0.003 0.148 −0.016
0.006 −0.016 0.131

 ✵✳✼✻✷✵✷✻✽
θˆ∞


0.073
0.133
0.015




0.033 0.004 −0.004
0.004 0.023 0.002
−0.004 0.002 0.012

 ✵✳✵✾✶✵✼✶✾
θˆτˆ


0.034
0.107
0.014




0.007 0.001 0.004
0.001 0.011 0
0 0 0.006

 ✵✳✵✸✻✹✵✻✹
❚❛❜✳ ✸✳✸ ✕ ❇✐❛✐s✱ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡t ❡rr❡✉rs q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ♣♦✉r 25% ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❡t ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s
❞❡ t❛✐❧❧❡ 200✳
p = 40%, n = 200 ❇✐❛✐s ❱❛r✐❛♥❝❡ ▼❙❊
θˆADE


−0.109
−0.763
−0.053




0.146 −0.02 0.056
−0.02 0.143 −0.014
0.056 −0.014 0.192

 ✶✳✵✼✽✵✷✼
θˆ∞


0.104
0.151
0.077




0.109 0.008 0.042
0.008 0.049 0.003
0.042 0.003 0.055

 ✵✳✷✺✷✶✷✷✼
θˆτˆ


0.043
0.14
0.021




0.018 −0.001 0.002
−0.001 0.022 0.002
0.002 0.002 0.014

 ✵✳✵✼✺✸✸✾✷✶
❚❛❜✳ ✸✳✹ ✕ ❇✐❛✐s✱ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡t ❡rr❡✉rs q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ♣♦✉r 40% ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❡t ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s
❞❡ t❛✐❧❧❡ 200✳
✾✸
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐❞é❡ ♣ré❝✐s❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ r❡t✐r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ q✉❛♥❞ ♦♥
❝❤♦✐s✐t τ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t N = ❝❛r❞{1 ≤ i ≤ n, Ti ≤ τˆ}✳ ❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉
s✉✐✈❛♥t✱ ♦♥ ❛ ❝❛❧❝✉❧é E [N ] ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ♥♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t
r❡❧❡✈é ❧❡ ♣♦✐❞s ♠♦②❡♥ ❛❝❝♦r❞é à ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭♥♦♥ ❝❡♥s✉ré❡✮✱ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♥♦♥ tr♦♥q✉é ✭r❡♣rés❡♥té ♣❛r P♦✐❞s∞✮✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣✉✐s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s tr♦♥q✉é ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ❡♥❧❡✈é t♦✉t❡s ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ Ti ≥ τˆ ✭r❡♣rés❡♥té ♣❛r
P♦✐❞sτˆ ✮✳
Eˆ(N) P♦✐❞s∞ P♦✐❞sτˆ
n = 100, p = 25% 90 0.0667 0.0204
n = 100, p = 40% ✽✼ 0.124 0.0236
n = 200, p = 25% 185 0.0402 0.0119
n = 200, p = 40% ✶✼✷ 0.0997 0.0122
❚❛❜✳ ✸✳✺ ✕ ❉❡r♥✐èr❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ tr♦♥q✉é ❡t ♣♦✐❞s ❛❝❝♦r❞é à ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✳
❈❧❛✐r❡♠❡♥t ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡
❝❡♥s✉r❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ θˆτˆ ❡t θˆ∞ s❡♠❜❧❡♥t ❜✐❡♥ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t q✉❡ θˆADE ✱ t❛♥❞✐s q✉❡✱ ❝♦♠♠❡
❛tt❡♥❞✉✱ ❝❤♦✐s✐r τ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❛♠é❧✐♦r❡ ♥♦tr❡ q✉❛❧✐té ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♥❡ s❡♠❜❧❡
♣❛s ✢❛❣r❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ❛ 25% ❞❡ ❝❡♥s✉r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡
❝❡♥s✉r❡✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s
✐♠♣ré✈✐s✐❜❧❡ ❡t ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ❛❧♦rs ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❈❡❧❛
❛♣♣❛r❛ît ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ q✉❛♥❞ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡♥tr❡
θˆτˆ ❡t θˆ∞✳ ❖♥ ✈♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥ ❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉
✸✳✺✳ P♦✉r ✹✵ ✪ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡✱ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♣♦✐❞s ❛❝❝♦r❞é à ❧❛ ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ 10 ❢♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❛❝❝♦r❞é à ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s tr♦♥q✉é✳ ❈❡ r❛♣♣♦rt ❡st ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ✷✺ ✪ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ✿ ✐❧ ❡st
❡♥✈✐r♦♥ é❣❛❧ à 3✳ ❆✐♥s✐✱ q✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s s❛ t♦t❛❧✐té✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡
✾✹
✸✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s
❧❡ ♣♦✐❞s ❛❝❝♦r❞é ♣❛r ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛✐t ✉♥❡ tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ θ0✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡♥tr❡ θˆτˆ ❡t θˆ∞✳
✸✳✹✳✸ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✉r ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ✿ ❧❡s ❣r❡✛❡s ❞❡ ❝♦❡✉r à
❙t❛♥❢♦r❞
❖♥ ❞♦♥♥❡ à ♣rés❡♥t ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❣r❡✛❡s ❞❡ ❝♦❡✉r
à ❙t❛♥❢♦r❞✳ ❈❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛ été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é ♣❛r ▼✐❧❧❡r ❡t ❍❛❧♣❡r♥ ✭✶✾✽✷✮✳ ❉❛♥s
❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ✶✽✹ ♣❛t✐❡♥ts s✉r ✷✹✾ ♦♥t s✉❜✐ ✉♥❡ ❣r❡✛❡ ❞❡ ❝♦❡✉r ❡♥tr❡ ♦❝t♦❜r❡ ✶✾✻✼ ❡t ❢é✈r✐❡r
✶✾✽✵✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré♣♦♥s❡ Z r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞❡ ✈✐❡ ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r X ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬â❣❡ ❡t
❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧✬â❣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛t✐❡♥t✳ ▲❡s ♣❛t✐❡♥ts ❡♥ ✈✐❡ ❛♣rès ❧❡ ♠♦✐s ❞❡ ❢é✈r✐❡r ✶✾✽✵ s♦♥t
❝♦♥s✐❞érés ❝❡♥s✉rés✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts s✉r ❝❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱
♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉① 157 ♣❛t✐❡♥ts s✉r ❧❡s 184 q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s r❡❥❡té ❧❛ ❣r❡✛❡✳ P❛r♠✐ ❝❡s
157 ♣❛t✐❡♥ts✱ 55 ♦♥t été ❝❡♥s✉rés✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥t ❞é❥à été ✉t✐❧✐sé❡s s✉r
❝❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t
Z = α+ β′X + ε(X), ✭✸✳✶✽✮
♦ù β = (β1, β2)′, E [ε(X)|X] = 0✱ ✈♦✐r ▼✐❧❧❡r ❡t ❍❛❧♣❡r♥ ✭✶✾✽✷✮✱ ❲❡✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✵✮ ❡t ❙t✉t❡
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❙t✉t❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ❡t ▲♦♣❡③ ❡t P❛t✐❧❡❛
✭✷✵✵✾✮ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✸✳✶✽✮ s❡♠❜❧❛✐t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝
♣❡rt✐♥❡♥t ❞❡ t❡st❡r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ s✉r ❝❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✿ ✐❧ r❡♥❢♦r❝❡ ❛✐♥s✐ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❡s
rés✐❞✉s ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ε(X) = ε(θ′0X)✱ ♦ù θ0 = (1, β2/β1)
′✱ ♠❛✐s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ✐❧ ❛❝❝♦r❞❡
♣❧✉s ❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ♥♦s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ β2/β1 q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❛✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ▼✐❧❧❡r ❡t ❍❛❧♣❡r♥ ✭✶✾✽✷✮ ❡t
❞❡ ❙t✉t❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝❛❧❝✉❧é θˆ∞✱ ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r
❞❡ θ0 q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♣✉✐s θˆτˆ ✱ ❝❡❧✉✐ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r tr♦♥❝❛t✐♦♥✱ ♦ù
τˆ ❛ été ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳ P♦✉r ❝❡ ❞❡✉①✐è♠❡
❡st✐♠❛t❡✉r✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ τˆ = T(90) ❀ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬♦♥ ❛ r❡t✐ré ❧❡s 67 ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
♣♦✉r ❡st✐♠❡r θ0 ✭♠❛✐s ♣❛s s✉r ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❝❛❧❝✉❧és
✾✺
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é P♦✐❞s∞ = 0.0397 ❡t
P♦✐❞sτˆ = 0.0076✳ ▲❛ ❢❡♥êtr❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❡st é❣❛❧❡ à 1.7 ♣♦✉r θˆ∞ ❡t 1.3 ♣♦✉r θˆτˆ ✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs
q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡st✐♠é❡s s♦♥t é❣❛❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à E2∞ = 0.1089375 ❡t E
2
τˆ = 0.01212701 ♣♦✉r
θˆ∞ ❡t θˆτˆ ✳
❊st✐♠❛t♦r ♦❢ θ0,2 = β2/β1
▼✐❧❧❡r ❛♥❞ ❍❛❧♣❡r♥ ✲✵✳✵✶✺✽✽✼✽✺
❲❡✐ ❡t ❛❧✳ ✻✸✳✼✺
❙t✉t❡ ❡t ❛❧✳ ✲✵✳✵✶✸✻✼✵✸✹
θˆ∞ ✭✇✐t❤♦✉t ❛❞❛♣t✐✈❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ τ✮ ✲✵✳✵✼✸✺✶✸✺✶
θˆτˆ ✭✇✐t❤ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ τ✮ ✲✵✳✵✹✷✶✺✵✽
❚❛❜✳ ✸✳✻ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ θ0,2✳
◆♦s ❡st✐♠❛t❡✉rs s❡♠❜❧❡♥t ❞♦♥❝ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ▼✐❧❧❡r ❡t ❍❛❧♣❡r♥
✭✶✾✽✷✮ ❡t ❙t✉t❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ♦❜t❡♥✉s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❇✉❝❦❧❡②✲❏❛♠❡s
❡t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ✐♥t❡❣r❛❧s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡✳
✸✳✺ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡s ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts q✉❡ ❞❛♥s ❉❡❧❡❝r♦✐① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ♣♦✉r
r❡♠♣❧❛❝❡r Jˆ0 ❜② J0✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs Jθ(x, c) = 1fθ′X(θ′x)≥c✳ ▲✬❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✸ s✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡
θ′x ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs✱ s✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞é❝r♦✐ss❛♥ts ❞❡ θ0✱ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r J0(x, c)
♣❛r Jθ(x, c/2)✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✐❝✐ supx,y,h,τ,θ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ s✉♣r❡♠✉♠ s✉r x ∈ X ✱ y ∈ Y✱ h ∈ Hn✱
✾✻
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τ1 ≤ τ ≤ τ0 ❡t θ ∈ Θn✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r✱ ♦♥ ❛
Lτn(θ, fˆ
h,τ , J0)− Lτn(θ, f τ , J0) =
n∑
i=1
δiWin1Zi∈Aτ log
(
fˆh,τθ (θ
′Xi, Ti)
f τθ (θ
′Xi, Ti)
)
J0(Xi, c)
=
n∑
i=1
δiWin1Ti∈Aτ
(
fˆh,τθ (θ
′Xi, Ti)− f τθ (θ′Xi, Ti)
)
J0(Xi, c)
f τθ (θ
′Xi, Ti)
−
n∑
i=1
δiWin1Ti∈Aτ
(
fˆh,τθ (θ
′Xi, Ti)− f τθ (θ′Xi, Ti)
)2
J0(Xi, c)
φ(f τθ (θ
′Xi, Ti), fˆ
h,τ
θ (θ
′Xi, Ti))2
=: Aτ1n(θ, fˆ
h,τ )−Bτ1n(θ, fˆh,τ ),
♦ù φ(f τθ (θ
′Xi, Ti), fˆ
h,τ
θ (θ
′Xi, Ti)) ❡st ❡♥tr❡ fˆ
h,τ
θ (θ
′Xi, Ti) ❡t f τθ (θ
′Xi, Ti).
Pr❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✳ ❖♥ ét✉❞✐❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ Aτ1n. ❯♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❛♣♣❧✐q✉é ❡♥
θ0 ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱
Aτ1n(θ, fˆ
h,τ ) =
n∑
i=1
Win1Ti∈Aτ
(
fˆh,τθ0 (θ
′
0Xi, Ti)− f τθ0(θ′0Xi, Ti)
)
J0(Xi, c)
f τθ (θ
′Xi, Ti)
+(θ − θ0)′
n∑
i=1
Win1Ti∈Aτ
(∇θfˆh,τθ0 (Xi, Ti)−∇θf τθ0(Xi, Ti))Jθ(Xi, c/2)
f τθ (Ti, θ
′Xi)
+(θ − θ0)′
[
n∑
i=1
Win1Ti∈Aτ
(∇2θfˆh,τθ˜ (Xi, Ti)−∇2θf τθ˜ (Xi, Ti))Jθ(Xi, c/2)
2f τθ (θ
′Xi, Ti)
]
(θ − θ0)
♣♦✉r θ˜ ❡♥tr❡ θ ❡t θ0✳ ❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❛❧♦rs θ ♣❛r θ0 ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
n∑
i=1
Win1Ti∈Aτ
(
fˆh,τθ0 (θ
′
0Xi, Ti)− f τθ0(θ′0Xi, Ti)
)
J0(Xi, c)
f τθ (θ
′Xi, Ti)
= Aτ1n(θ0, fˆ
h,τ ) +Aτ4n(θ, fˆ
h,τ ),
♦ù
Aτ4n(θ, fˆ
h,τ )
=
n∑
i=1
Win1Ti∈Aτ
(
fˆh,τθ0 (θ
′
0Xi, Ti)− f τθ0(θ′0Xi, Ti)
)
J0(Xi, c)
× (f τθ0(θ′0Xi, Ti)− f τθ (θ′Xi, Ti)) Jθ(Xi, c/2)(f τθ (θ′Xi, Ti)f τθ0(θ′0Xi, Ti))−1.
❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs
Aτ2n(θ, fˆ
h,τ ) =
n∑
i=1
Win1Ti∈Aτ
(∇θfˆh,τθ0 (Xi, Ti)−∇θf τθ0(Xi, Ti))Jθ(Xi, c/2)
f τθ (Ti, θ
′Xi)
✾✼
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❡t
Aτ3n(θ˜, fˆ
h,τ ) =
n∑
i=1
Win1Ti∈Aτ
(∇2θfˆh,τθ˜ (Xi, Ti)−∇2θf τθ˜ (Xi, Ti))Jθ(Xi, c/2)
2f τθ (θ
′Xi, Ti)
,
❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡
Aτ1n(θ, fˆ
h,τ ) = Aτ1n(θ0, fˆ
h,τ )+(θ−θ0)′Aτ2n(θ, fˆh,τ )+(θ−θ0)′Aτ3n(θ˜, fˆh,τ )(θ−θ0)+Aτ4n(θ, fˆh,τ ),
♣♦✉r θ˜ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ θ ❡t θ0✳ ❈♦♠♠❡ ∇2θfˆh,τθ (x, y) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ x, y, h, τ ❡t θ
✈❡rs ∇2θf τθ (x, y) ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼ ❡t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✱ ♦♥ ❛
sup
θ˜,τ,h
Aτ3n(θ˜, fˆ
h,τ ) = oP (1).
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❝r✐t✉r❡ ✭✶✳✸✮ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ s❛✉ts ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r
Aτ2n(θ, fˆ
h,τ )✱
Aτ2n(θ, fˆ
h,τ )
=
n∑
i=1
W˜i,n1Ti∈Aτ
(∇θfˆh,τθ0 (Xi, Ti)−∇θf τθ0(Xi, Ti))Jθ(Xi, c/2)
f τθ (θ
′Xi, Ti)
+
1
n
n∑
i=1
W˜i,nZG(Ti−)
δi1Zi∈Aτ
(∇θfˆh,τθ0 (Xi, Ti)−∇θf τθ0(Xi, Ti))Jθ(Xi, c/2)
f τθ (θ
′Xi, Ti)
1−G(Ti−)
1− Gˆ(Ti−)
=: Aτ21n(θ, fˆ
h,τ ) +Aτ22n(θ, fˆ
h,τ ),
♦ù ❧✬♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡
ZG(t) =
Gˆ(t)−G(t)
1−G(t) .
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s é❣❛❧✐tés ✭✸✳✷✵✮✱ ✭✸✳✷✶✮ ❡t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✼ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
sup
τ,θ
|A22n(θ, fˆh,τ )| ≤ oP(n−1/2)× n−1
n∑
i=1
δi
(
1−G(Zi−)
)−1
,
❡t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❡st ✉♥ OP(1) ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♥✉❧❧❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r Aτ21n✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡
✾✽
✸✳✺ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ θ ❛✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ♣❛r θ0✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿
Aτ21n(θ, fˆ
h,τ )
=
n∑
i=1
W˜i,n1Zi∈Aτ
(∇θfˆh,τθ0 (Xi, Ti)−∇θf τθ0(Xi, Ti))J0(Xi, c/4)
f τθ0(θ
′
0Xi, Ti)
+
n∑
i=1
W˜i,n1Ti∈Aτ
(
f τθ0(θ
′
0Xi, Ti)− f τθ (θ′Xi, Ti)
)
J0(Xi, c/4)
× (∇θfˆh,τθ0 (Xi, Ti)−∇θf τθ0(Xi, Ti))Jθ(Xi, c/8)(f τθ0(θ′0Xi, Ti)f τθ (θ′Xi, Ti))−1.
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✹ ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ∇θfˆh,τθ0 ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✸✳✼✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❡st é❣❛❧ à Rτ1n(θ, h)(θ−θ0) ♦ù supθ,τ,h |Rτ1n(θ, h)| = oP (1)✳ ▲✬❍②♣♦t❤ès❡
✸✳✺ ❡t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵ ♥♦✉s ❛ss✉r❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s {(x, y) 7→ ∇θf τθ0(x, y)}
❡t {(x, y) 7→ ∇θfˆh,τθ0 (x, y)} s♦♥t ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❉♦♥s❦❡r✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼ ♥♦✉s
❞♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ∇θfˆh,τθ0 (x, y) ✈❡rs ∇θf τθ0(x, y)✳ ❆❧♦rs✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬éq✉✐❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❉♦♥s❦❡r ✭✈♦✐r ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✶✮✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
Aτ2n(θ, fˆ
h,τ ) =
∫∫ (∇θfˆh,τθ0 (x, y)−∇θf τθ0(x, y)
)
1y∈AτJ0(x, c/4)dP(x, y)
f τθ0(θ
′
0x, y)
+Rτ1n(θ, h)(θ − θ0) +Rτ2n(θ, h),
♦ù supθ,τ,h |Rτ1n(θ, h)| = oP(1) ❡t supθ,τ,h |Rτ2n(θ, h)| = oP(n−1/2)✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻
❝♦♠❜✐♥é❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡s s✉r ❧❡s ♥♦②❛✉① ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
sup
τ,h
∣∣∣∣
∫∫ (∇θf˜h,τθ0 (x, y)−∇θf τθ0(x, y))1y∈AτJ0(x, c/4)dP(x, y)
∣∣∣∣
= sup
τ,h
∣∣∣∣
∫∫
∇θf˜h,τθ0 (x, y)1y∈AτJ0(x, c/4)dP(x, y)
∣∣∣∣ = OP(h4) = oP(n−1/2),
♣✉✐sq✉❡ nh8 → 0 ❞✬❛♣rès ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✾ ♣♦✉r
❝♦♥❝❧✉r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r Aτ2n(θ, fˆ
h,τ )✳
Aτ4n(θ, fˆ
h,τ ) ♣❡✉t êtr❡ tr❛✐té ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r
Aτ2n✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r Win ♣❛r W˜i,n✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡ t❡r♠❡ A˜
τ
4n(θ, fˆ
h,τ )✳ ❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❡♥s✉✐t❡
✾✾
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θ ♣❛r θ0 ❛✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿
A˜τ4n(θ, fˆ
h,τ )
=
n∑
i=1
W˜i,n1Ti∈Aτ
(
fˆh,τθ0 (θ
′
0Xi, Ti)− f τθ0(θ′0Xi, Ti)
) (
f τθ0(θ
′
0Xi, Ti)− f τθ (θ′Xi, Ti)
)
J0(Xi, c)(
f τθ0(θ
′
0Xi, Ti)
)2
+
n∑
i=1
W˜i,n1Ti∈Aτ
(
f τθ0(θ
′
0Xi, Ti)− f τθ (θ′Xi, Ti)
)2(
fˆh,τθ0 (θ
′
0Xi, Ti)− f τθ0(θ′0Xi, Ti)
)
× (f τθ (θ′Xi, Ti))−1(f τθ0(θ′0Xi, Ti))−2J0(Xi, c)Jθ(Xi, c/2)
❉✬❛♣rès ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✹✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❡st é❣❛❧ à (θ − θ0)′Rτ3n(θ, h)(θ − θ0) ♦ù
supθ,τ,h |Rτ3n(θ, h)| = oP (1)✳ ◗✉❛♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡✱ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✺ ❡t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵
♥♦✉s ❛ss✉r❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s {(x, y) 7→ f τθ0(x, y)} ❡t {(x, y) 7→ fˆ
h,τ
θ0
(x, y)} s♦♥t
❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❉♦♥s❦❡r ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ fˆh,τθ0 (x, y) ✈❡rs f
τ
θ0
(x, y)
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬éq✉✐❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ❝❧❛ss❡s
❞❡ ❉♦♥s❦❡r ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✹ ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ f τθ0(θ
′
0Xi, Ti)−
f τθ (θ
′Xi, Ti)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡ ✿
A˜τ4n(θ, fˆ
h,τ ) =
∫∫ (fˆh,τθ0 (θ′0x, y)− f τθ0(θ′0x, y)
)
1y∈Aτ (θ − θ0)′∇θf τθ0(x, y)J0(x, c/4)dPX,Y (x, y)(
f τθ0(θ
′
0x, y)
)2
+ (θ − θ0)′Rτ3n(θ, h)(θ − θ0) +Rτ4n(θ, h),
♦ù supθ,τ,h |Rτ3n(θ, h)| = oP(1) ❡t supθ,τ,h |Rτ4n(θ, h)| = oP(n−1/2)✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t
dPX,Y (x, y) ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱
dPX,Y = dPY |XdPX|θ′0XdPθ′0X
❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ Y
∫∫
∇θf τθ0(x, y)J0(x, c/4)dPX|θ′0X(x, u) = 0
❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✱ ♦♥t tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ A˜τ4n ❡st ♥✉❧✳
❉❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à Bτ1n✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ θ0
✶✵✵
✸✳✺ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿(
fˆh,τθ (θ
′Xi, Ti)− f τθ (θ′Xi, Ti)
)2
=
(
fˆh,τθ0 (θ
′
0Xi, Ti)− f τθ0(θ′0Xi, Ti) + (θ − θ0)′
(∇θfˆh,τθ˜ (θ˜′Xi, Ti)−∇θf τθ˜ (θ˜′Xi, Ti))
)2
=
(
fˆh,τθ0 (θ
′
0Xi, Ti)− f τθ0(θ′0Xi, Ti)
)2
+ 2(θ − θ0)′
(∇fˆh,τ
θ˜
(θ˜′Xi, Ti)−∇f τθ˜ (θ˜′Xi, Ti)
)(
fˆh,τθ0 (θ
′
0Xi, Ti)− f τθ0(θ′0Xi, Ti)
)
+
(∇fˆh,τθ0 (θ′0Xi, Ti)−∇f τθ0(θ′0Xi, Ti))′(∇fˆh,τθ˜ (θ˜′Xi, Ti)−∇f τθ˜ (θ˜′Xi, Ti)).
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ Bτ1n
Bτ1n(θ, fˆ
h,τ ) =
n∑
i=1
Win1Ti∈Aτ
(
fˆh,τθ0 (θ
′
0Xi, Ti)− f τθ0(θ′0Xi, Ti)
)2
Jθ(Xi, c/2)
φ
(
f τθ (θ
′Xi, Ti), fˆ
h,τ
θ (θ
′Xi, Ti)
)2
+ 2(θ − θ0)′
n∑
i=1
Win1Ti∈Aτ
(
fˆh,τθ0 (θ
′
0Xi, Ti)− f τθ (θ′0Xi, Ti)
)
Jθ(Xi, c/2)
×
(
∇θfˆh,τθ˜ (θ˜
′Xi, Ti)−∇θf τθ˜ (θ˜′Xi, Ti)
)(
φ
(
f τθ (θ
′Xi, Ti), fˆ
h,τ
θ (θ
′Xi, Ti)
)2)−1
+
n∑
i=1
Win1Ti∈AτJθ(Xi, c/2)
{
(θ − θ0)′
(∇θfˆh,τθ˜ (Xi, Ti)−∇θf τθ˜ (Xi, Ti))
}2
φ(f τθ (θ
′Xi, Ti), fˆ
h,τ
θ (θ
′Xi, Ti))2
.
❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ θ ♣❛r θ0 ❞❛♥s ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❡t ❛❧♦rs✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡
q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r Aτ21n✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✹ ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡
fˆh,τθ0 (θ
′
0Xi, Ti) ✈❡rs f
τ
θ (θ
′
0Xi, Ti) ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r ❝❡ t❡r♠❡ ♣❛r
n∑
i=1
Win1Ti∈Aτ
(
fˆh,τθ0 (θ
′
0Xi, Ti)− f τθ0(θ′0Xi, Ti)
)2
J0(Xi, c/4)
φ
(
f τθ0(θ
′
0Xi, Ti), fˆ
h,τ
θ0
(θ′0Xi, Ti)
)2 + (θ − θ0)′Rτ3n(θ, h)(θ − θ0),
♦ù supθ,τ,h |Rτ3n(θ, h)| = oP(1)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡ ✿
Bτ1n(θ, fˆ
h,τ ) = Bτ2n(θ0, fˆ
h,τ ) + (θ − θ0)′Bτ3n(θ, fˆh,τ ) + (θ − θ0)′Bτ4n(θ˜, fˆh,τ )(θ − θ0)
+ (θ − θ0)′Rτ3n(θ, h)(θ − θ0),
♦ù
Bτ2n(θ0, fˆ
h,τ ) =
n∑
i=1
Win1Ti∈Aτ
(
fˆh,τθ0 (θ
′
0Xi, Ti)− f τθ0(θ′0Xi, Ti)
)2
J0(Xi, c/4)
φ(f τθ0(θ
′
0Xi, Ti), fˆ
h,τ
θ0
(θ′0Xi, Ti))
2
,
✶✵✶
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
Bτ3n(θ, fˆ
h,τ )
= 2
n∑
i=1
Win1Ti∈Aτ
(
fˆh,τθ0 (θ
′
0Xi, Ti)− f τθ (θ′0Xi, Ti)
)
Jθ(Xi, c/2)
×
(
∇θfˆh,τθ˜ (θ˜
′Xi, Ti)−∇θf τθ˜ (θ˜′Xi, Ti)
)(
φ
(
f τθ (θ
′Xi, Ti), fˆ
h,τ
θ (θ
′Xi, Ti)
)2)−1
,
Bτ4n(θ, fˆ
h,τ )
=
n∑
i=1
Win1Ti∈AτJθ(Xi, c/2)
(
φ(f τθ (θ
′Xi, Ti), fˆ
h,τ
θ (θ
′Xi, Ti))
2
)−1
× (∇θfˆh,τθ˜ (Xi, Ti)−∇θf τθ˜ (Xi, Ti))(∇θfˆh,τθ˜ (Xi, Ti)−∇θf τθ˜ (Xi, Ti))′
❡t supθ,τ,h |Rτ3n(θ, h)| = oP (1)✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ fˆh,τ ❡t ∇θfˆh,τ ❞❡ ❧❛
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡
sup
θ,τ,h
‖Bτ3n(θ, fˆh,τ )‖ = oP(n−1/2) ❡t
sup
θ,τ,h
‖Bτ4n(θ, fˆh,τ )‖ = oP(1),
❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡✳
✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s♦✉s ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ❡t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡✳
❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❉❡❧❡❝r♦✐① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮
❛✉ ❝❛s ❝❡♥s✉ré✳ ❯♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st q✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦①✱ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♠♦✐♥s r❡str✐❝t✐✈❡s✳ ❖♥ ❛ ♠♦♥tré
q✉✬❡st✐♠❡r ❧✬✐♥❞❡① ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ét❛✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t à
❡st✐♠❡r ❝❡t ✐♥❞❡① ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ n−1/2✳ ❈❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❛ ♣✉ ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞✉
♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r à ♥♦②❛✉ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❛❞❛♣t❛t✐❢
✶✵✷
✸✳✼ ❘és✉❧t❛ts t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s
q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
❞❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥ ♥❡ r❛❥♦✉t❡ ❛✉❝✉♥ ❜✐❛✐s ❡t s❡♠❜❧❡ ♠ê♠❡ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ q✉❛♥❞ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♥♦tr❡
❡st✐♠❛t❡✉r ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❥✉sq✉✬à 10 ❢♦✐s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ✐❝✐ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥ ❜❛sé s✉r ❧✬❡rr❡✉r
q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ♠❛✐s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t s✬❛❞❛♣t❡r à ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ❝r✐tèr❡s ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥
s❡ ❢♦❝❛❧✐s❛♥t ♣❧✉s s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡ ♦✉ ❜✐❡♥ s✉r ❧✬❡rr❡✉r
❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳
✸✳✼ ❘és✉❧t❛ts t❡❝❤♥✐q✉❡s
✸✳✼✳✶ ▲❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ f
❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❧♦✉r❞❡✉r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r❢♦✐s ϕ(n)h (·) ♣♦✉r
r❡♣rés❡♥t❡r h−nϕ(n)(·/h)✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ é❝r✐t✉r❡✱
K ′h(·) = h−1K ′ (·/h) .
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✳ ❖♥ ♥♦t❡
f˙τ (u, y) = ∇vf τθ0(v, y)
∣∣
v=u
.
❖♥ ❛ ❛❧♦rs
∇θf τθ0(x, y) = x′f1,τ (θ′0x, y) + f2,τ (θ′0x, y),
♦ù
f1,τ (θ
′
0x, y) = f˙τ (θ
′
0x, y),
f2,τ (θ
′
0x, y) = −f˙ ′τ (θ′0x, y)E
[
X|θ′0X = θ′0x
]
.
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ E [∇θf τθ0(X,Y )|θ′0X] = 0.
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❉♦♠✐♥✐t③ ❡t ❙❤❡r♠❛♥ ✭✷✵✵✺✮✳
✶✵✸
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ s♦✐t B ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Y✳ ❖♥ ❛
∫
B
f τθ (θ
′X, y)dy = E
[
1Y ∈Aτ∩B|θ′X
]
= E
[
E [1Y ∈Aτ∩B|X] |θ′X
]
= E
[
E
[
1Y ∈Aτ∩B|θ′0X
] |θ′X]
= E
[∫
B
f τθ0(θ
′
0X, y)dy
∣∣∣∣ θ′X
]
=
∫
B
E
[
f τθ0(θ
′
0X, y)
∣∣ θ′X]dy,
♦ù ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✮ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ à ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ é❣❛❧✐té ❡t ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋✉❜✐♥✐ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ Y✱
f τθ (θ
′X, y) = E [f τθ0(θ
′
0X, y)|θ′X]. ✭✸✳✶✾✮
❆ ♣rés❡♥t✱ ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s
ψ(X, y, θ1, θ2) = E [f
τ
θ0(θ
′
0X − θ′1X + θ′2X, y)|θ′2X].
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✶✾✮✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ψ(X, y, θ, θ) = f τθ (θ
′X, y) ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
∇θfθ0(X, y) =
[∇θ1ψ(X, y, θ1, θ0)|θ1=θ0 + ∇θ2ψ(X, y, θ0, θ2)|θ2=θ0] .
❖r
∇θ1ψ(X, y, θ1, θ0)|θ1=θ0 = −E [X ′f˙τ (2θ′0X − θ′1X, y)|θ′0X]|θ1=θ0
= f2,τ (θ
′
0x, y),
❡t
ψ(X, y, θ0, θ2) = E [fθ0(θ
′
2X, y)|θ′2X] = f τθ0(θ′2X, y),
❞♦♥❝
∇θ2ψ(X, y, θ0, θ2)|θ2=θ0 = X ′f˙τ (θ′2X, y).
❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳
✶✵✹
✸✳✼ ❘és✉❧t❛ts t❡❝❤♥✐q✉❡s
✸✳✼✳✷ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ f ∗ ❡t fˆ
❱✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ fˆ
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ fˆh,τθ −f τθ
❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ 1 ❡t 2✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ✈❛ ✈♦✐r ✐❝✐ q✉❡ r❡♠♣❧❛❝❡r f˜h,τθ ♣❛r
fˆh,τθ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✽ ✈♦♥t ♣♦✉✈♦✐r s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r fˆh,τθ − f τθ ✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱
❝❡❝✐ s❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❛✐sé♠❡♥t ♣✉✐sq✉❡ f˜h,τθ ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ fˆ
h,τ
θ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t Gˆ ♣❛r G ❡t
❧❡ rés✉❧t❛t ✭✐✐✮ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸ ❛♣♣❧✐q✉é ❡♥ Gˆ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿
sup
t≤τ0
|Gˆ(t)−G(t)| = OP(n−1/2) ❡t ✭✸✳✷✵✮
sup
t≤τ0
1−G(t)
1− Gˆ(t) = OP(1). ✭✸✳✷✶✮
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ Gˆ ❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡ f˜h,τθ ✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥tr❡ fˆ
h,τ
θ ❡t f˜
h,τ
θ ✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❡st ♦❜t❡♥✉
❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✳ ❙♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✶✳✶✱ ✶✳✷ ❡t ✸✳✶ ♦♥ ❛ ✿
sup
x,y,h,τ,θ
√
nh2
log n
∣∣∣fˆh,τθ (θ′x, y)− f τθ (θ′x, y)∣∣∣1y≤τ = Op.s. (1) ,
sup
x,y,h,τ,θ
√
nh4
log n
∥∥∥∇θfˆh,τθ (x, y)−∇θf τθ (x, y)∥∥∥1y≤τ = Op.s. (1) ,
sup
x,y,h,τ,θ
√
nh6
log n
∥∥∥∇2θfˆh,τθ (x, y)−∇2θf τθ (x, y)∥∥∥1y≤τ = Op.s. (1) ,
♦ù ❧❡s s✉♣r❡♠❛ s✉r x s♦♥t ♣r✐s ♣♦✉r x ∈ X t❡❧s q✉❡ Jθ(x, c) > 0✱ ♣♦✉r ✉♥ c > 0✳
▲❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ❞♦♥♥❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥tr❡∇θf˜h,τθ0
❡t ∇θfˆh,τθ0 ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ t♦✉s ❝❡s rés✉❧t❛ts ét❛♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❉❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ f ′τθ′0X
(u)
♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à u ❞❡ f τθ′0X
(u)✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ θ′0X s❛❝❤❛♥t
Y ∈ Aτ ♣r✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t u✳
✶✵✺
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
▲❡♠♠❡ ✸✳✽✳ P♦✉r t♦✉t x t❡❧ q✉❡ J0(x, c) 6= 0✱
(
∇θfˆh,τθ0 (y, x)−∇θf˜
h,τ
θ0
(y, x)
)
=
∫ ∫
X
∫ τ0
t g
h,τ
f,x,y(x2, y2)dP(x2, y2)dM¯
G(t)
1−H(t)
+Rn(x, y, τ, h), ✭✸✳✷✷✮
♦ù
M¯G(y) =
1
n
n∑
i=1
MGi (y),
MGi (y) = (1− δi)1Ti≤y −
∫ y
0
1Ti≥tdG(t)
1−G(t−) ,
sup
x,y,τ,h
nh3√
log n
‖Rn(x, y, τ, h)‖ = OP(1)
❡t
gh,τf,x1,y1(x2, y2) =
1
h
(x1 − x2)K ′h(θ′0x1 − θ′0x2)Kh(y1 − y2)
f τ
θ′0X
(θ′0x1)
−
Kh(θ
′
0x1 − θ′0x2)Kh(y1 − y2)f ′τθ′0X(θ
′
0x1)
f τ
θ′0X
(θ′0x1)
2
.
▲❡♠♠❡ ✸✳✾✳ ❙♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✸✳✶✱ ✸✳✹ ❡t ✸✳✺✱ ♦♥ ❛
sup
h,τ
∫∫ (∇θfˆh,τθ0 (x, y)−∇θf˜h,τθ0 (x, y))1y∈AτJ0(x, c/4)dP(x, y)
f τθ0(θ
′
0x, y)
= oP (n
−1/2),
♦ù ❧❡ s✉♣r❡♠✉♠ s✉r x ❡st ♣r✐s ♣♦✉r x ∈ X t❡❧s q✉❡ J0(x, c) > 0✱ ♣♦✉r ✉♥ c > 0✳
Pr❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✼✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✽✱ ✐❧ s✉✣t ❥✉st❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r
sup
x,y,h,τ
√
nh2α
∥∥∥∇αθ fˆh,τθ0 (x, y)−∇αθ f˜h,τθ0 (x, y)
∥∥∥1y∈Aτ = OP(1),
♣♦✉r α = 0, 1 ❡t 2✳ ❖♥ ✈❛ ❢❛✐r❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r α = 2 ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s
s♦♥t t♦✉s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ∇αθ fˆh,τθ0 (x, y) ❡t ∇αθ f˜
h,τ
θ0
(x, y) s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs
t❡r♠❡s q✉✐ s❡ tr❛✐t❡♥t t♦✉s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t
✶✵✻
✸✳✼ ❘és✉❧t❛ts t❡❝❤♥✐q✉❡s
♣♦✉r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ q✉✐ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ✿
1
h
n∑
i=1
Win(x−Xi)K ′′h(θ′x− θ′Xi)Kh(y − Ti)(x−Xi)′1Ti∈Aτ
=
1
h
n∑
i=1
W˜i,n(x−Xi)K ′′h(θ′x− θ′Xi)Kh(y − Ti)(x−Xi)′1Ti∈Aτ
+
1
h
n∑
i=1
W˜i,nZG(Zi−)(x−Xi)K ′′h(θ′x− θ′Xi)Kh(y − Ti)(x−Xi)′1Ti∈Aτ
1−G(Ti−)
1− Gˆ(Ti−)
,
♦ù ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉s✉❡❧❧❡✱ ♦♥ s✬❡st r❛♠❡♥é à ✉♥ t❡r♠❡ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r W˜i,n à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ Win✳ ▲❡
♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ∇2θf˜h,τθ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❜♦r♥é ♣❛r
OP(n
−1/2h−2) sup
x,y,h,τ
(
1
nh2
n∑
i=1
δi1Ti∈AτK
′′
(
θ′x− θ′Xi
h
)
K
(
y − Ti
h
))
,
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ✭✸✳✷✵✮ ❡t ✭✸✳✷✶✮✳ ▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❇✳✶ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❡♥tr❡
♣❛r❡♥t❤ès❡s ❡st ✉♥ OP(1) ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ x✱ y✱ θ✱ τ ❡t h ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
✐♥❞é①é❡s ♣❛r x, y, θ, τ ❡t h{
(X,T ) 7→ δ1T∈AτK ′′
(
θ′x− θ′X
h
)
K
(
y − T
h
)}
❡st ✉♥❡ ❱❈✲❝❧❛ss❡ ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ‖K ′′‖∞‖K‖∞✳
Pr❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✽✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♦♥ ♥♦t❡✱
fˆ τθ′0X
(u) =
1
nh
n∑
i=1
K
(
u− θ′0Xi
h
)
1Ti∈Aτ ,
fˆ ′τθ′0X
(u) =
1
nh2
n∑
i=1
(x−Xi)K ′
(
u− θ′0Xi
h
)
1Ti∈Aτ ,
❡t ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿
∇θ
(
fˆh,τθ0 − f˜
h,τ
θ0
)
(x, y)
=
∑n
i=1(Wˆi,n − W˜i,n)(x−Xi)K ′h(θ′0x− θ′0Xi)Kh(y − Ti)1Ti∈Aτ
hfˆ τ
θ′0X
(θ′0x)
−
∑n
i=1(Wˆi,n − W˜i,n)Kh(θ′0x− θ′0Xi)Kh(y − Ti)fˆ ′τθ′0X(θ
′
0x)1Ti∈Aτ(
fˆ τ
θ′0X
(θ′0x)
)2 . ✭✸✳✷✸✮
✶✵✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
❖♥ ✈❛ ❛❧♦rs r❡♠♣❧❛❝❡r t♦✉s ❧❡s fˆ τθ′0X
♣❛r f τθ′0X
❡t ❧❡s fˆ ′τθ′0X
♣❛r f ′τθ′0X
✳ ❈❡❧❛ ✈❛ ❞♦♥❝ ♥♦✉s r❛❥♦✉t❡r
✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ r❡st❡✱ ♠❛✐s q✉✐ s❡r❛ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧é ♣❛r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ (fˆ τθ′0X
−
f τθ′0X
) ❡t (fˆ ′τθ′0X
−f ′τθ′0X)✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✷✳✽ ❡t ✸✳✼✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r
q✉❡
sup
x,y,h,τ
√
nh
log n
∣∣∣f˜ τθ′0X(θ′0x)− f τθ′0X(θ′0x)
∣∣∣1y≤τ = Op.s. (1) ,
sup
x,y,h,τ
√
n
∣∣∣fˆ τθ′0X(θ′0x)− f˜ τθ′0X(θ′0x)
∣∣∣1y≤τ = OP (1)
❡t
sup
x,y,h,τ,
√
nh3
log n
∣∣∣f˜ ′τθ′0X(θ′0x)− f ′τθ′0X(θ′0x)
∣∣∣1y≤τ = Op.s. (1) ,
sup
x,y,h,τ
√
n
h2
∣∣∣fˆ ′τθ′0X(θ′0x)− f˜ ′τθ′0X(θ′0x)
∣∣∣1y≤τ = OP (1)
❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝
sup
x,y,h,τ
√
nh
log n
∣∣∣fˆ τθ′0X(θ′0x)− f τθ′0X(θ′0x)
∣∣∣1y≤τ = Op.s. (1) ,
sup
x,y,h,τ,
√
nh3
log n
∣∣∣fˆ ′τθ′0X(θ′0x)− f ′τθ′0X(θ′0x)
∣∣∣1y≤τ = Op.s. (1) .
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡✱
∇θ
(
fˆh,τθ0 − f˜
h,τ
θ0
)
(x, y)
=
∑n
i=1(Wˆi,n − W˜i,n)(x−Xi)K ′h(θ′0x− θ′0Xi)Kh(y − Ti)1Ti∈Aτ
hf τ
θ′0X
(θ′0x)
−
∑n
i=1(Wˆi,n − W˜i,n)Kh(θ′0x− θ′0Xi)Kh(y − Ti)f ′τθ′0X(θ
′
0x)1Ti∈Aτ(
f τ
θ′0X
(θ′0x)
)2 +Rn(x, y, h, τ)
✭✸✳✷✹✮
♦ù supx,y,h,τ n
1/2h3/2(log n)−1|Rn(x, y, h, τ)| = OP (1)✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❝r✐t✉r❡ ✭✶✳✾✮
❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✼✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐✳✐✳❞✳ ❞✉ t❡r♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥❞❡①é❡s ♣❛r x, y, h ❡t τ
(X,Y ) 7→
(x−X)K ′
(
θ′0x−θ
′
0X
h
)
K
(
y−Y
h
)
f τ
θ′0X
(θ′0x)
−
K
(
θ′0x−θ
′
0X
h
)
K
(
y−Y
h
)
f ′τθ′0X
(θ′0x)
f τ
θ′0X
(θ′0x)
2


✶✵✽
✸✳✼ ❘és✉❧t❛ts t❡❝❤♥✐q✉❡s
❡st ✉♥❡ ❱❈✲❝❧❛ss❡ ❞✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ◆♦❧❛♥ ❡t P♦❧❧❛r❞ ✭✶✾✽✼✮✳
Pr❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✾✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉ ✭✈♦✐r
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✻✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
sup
t
∣∣∣∣
∫∫
x2,t≤y2≤τ0
gh,τf,x,y(x2, y2)dP(x2, y2)dP(x, y)
∣∣∣∣ = O(h4),
♣✉✐sq✉❡ K ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞✬♦r❞r❡ 4 ❡t ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡
E
[∇θf τθ0(X,Y )] = 0
❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✷✮ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✽✱ ♦♥ ❛
∫∫ (∇θfˆh,τθ0 (x, y)−∇θf˜h,τθ0 (x, y))dP(x, y)
=
∫
[1−H(t)]−1
[∫∫
x2,t≤y2≤τ0
gh,τf,x,y(x2, y2)dP(x2, y2)dP(x, y)
]
dM¯G(t)
+
∫∫
Rn(x, y, h, τ)dP(x, y), ✭✸✳✷✺✮
♦ù suph,τ
∫∫
Rn(x, y, h, τ)dP(x, y) = oP (n
−1/2)✳ ■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛❧♦rs
φn(t, h, τ) =
∫∫
x2,t≤y2≤τ0
gh,τf,x,y(x2, y2)dP(x2, y2)dP(x, y)
1−H(t) .
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ Hn ❡st ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té kn✱ ♦♥ ❛ ✿
P
(
sup
h
∣∣∣∣
∫
φn(t, h, τ)dM¯
G(t)
∣∣∣∣ ≥ ε
)
≤ kn sup
h∈Hn
P
(∣∣∣∣
∫
φn(t, h, τ)dM¯
G(t)
∣∣∣∣ ≥ ε
)
.
❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡♥❣❧❛rt ✭✶✾✼✼✮ ✭✈♦✐r ❚❤é♦rè♠❡ ❈✳✶✮ ✿ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0
❡t t♦✉t η > 0✱
P
(
sup
s≤τ
{∫ s
0
φn(t, h, τ)dM¯
G(t)
}2
≥ ε2
)
≤ η
ε2
+ P
(
n−1
∫ τ
0
φ2n(t, h, τ)
(
1− Hˆ(t−))dG(t)
1−G(t−) ≥ η
)
. ✭✸✳✷✻✮
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✱ supt |φn(t, h, τ)| = O(h4)✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✻✮ ❡t ♥♦tr❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ s✉r kn ❞❛♥s ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞és✐ré✳
✶✵✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
✸✳✼✳✸ ▲❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❉♦♥s❦❡r
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❞✐t ❞❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✺✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ θˆ ❡♥ n−1/2✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♠♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t s✉r s♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡s
❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✺ s♦♥t ❉♦♥s❦❡r✱ ♣✉✐s q✉❡ fˆh,τθ0 ❛♣♣❛rt✐❡♥t à
❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té q✉❡ f τθ0 ❡t q✉❡ ∇θfˆ
h,τ
θ0
❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té
q✉❡ ∇θf τθ0 ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té t❡♥❞❛♥t ✈❡rs 1✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✳ ▲❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s H1 ❡t H2 ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✺ s♦♥t
❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❉♦♥s❦❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ fˆh,τθ0 ❡t ∇θfˆ
h,τ
θ0
❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❝❧❛ss❡s H1
❡t H2 ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té t❡♥❞❛♥t ✈❡rs 1 ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ M s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s H1 ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡
❞❡ ❉♦♥s❦❡r ❞✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✼✳✹ ❞❡ ❱❛♥ ❞❡r ❱❛❛rt ❡t ❲❡❧❧♥❡r ✭✶✾✾✻✮✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
H2 ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❉♦♥s❦❡r ❞✬❛♣rès ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ st❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡
❉♦♥s❦❡r ✭✈♦✐r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✷✳✶✵✳✶✵ ❡t ✷✳✶✵✳✼ ❞❡ ❱❛♥ ❞❡r ❱❛❛rt ❡t ❲❡❧❧♥❡r ✭✶✾✾✻✮✮✳ ❖♥ ♥❡ ✈❛
❢❛✐r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ♣♦✉r ∇θfˆh,τθ0 ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣♦✉r fˆ
h,τ
θ0
❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡✳ ❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ∇θfˆh,τθ0 ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∇θfˆh,τθ0 (x, y)
=
n∑
i=1
Wˆi,n1Ti∈Aτ (x−Xi)K ′h(θ′0x− θ′0Xi)Kh(y − Ti)
hf τ
θ′0X
(θ′0x)
J0(Xi, c/2)
+
n∑
i=1
Wˆi,n1Ti∈Aτ (x−Xi)K ′h(θ′0x− θ′0Xi)Kh(y − Ti)
(
f τθ′0X
(θ′0x)− fˆ τθ′0X(θ
′
0x)
)
hfˆ τ
θ′0X
(θ′0x)f
τ
θ′0X
(θ′0x)
J0(Xi, c/2)
✶✶✵
✸✳✼ ❘és✉❧t❛ts t❡❝❤♥✐q✉❡s
−

 n∑
i=1
(x−Xi)K ′h(θ′0x− θ′0Xi)J0(Xi, c/2)
nh
(
f τ
θ′0X
(θ′0x)
)2


×
(
n∑
i=1
Wˆi,nKh(θ
′
0x− θ′0Xi)Kh(y − Ti)1Ti∈Aτ
)
+

 n∑
i=1
(x−Xi)K ′h(θ′0x− θ′0Xi)
((
fˆ τθ′0X
(θ′0x)
)2 − (f τθ′0X(θ′0x))2
)
J0(Xi, c/2)
nh
(
fˆ τ
θ′0X
(θ′0x)f
τ
θ′0X
(θ′0x)
)2


×
(
n∑
i=1
Wˆi,n1Ti∈AτKh(θ
′
0x− θ′0Xi)Kh(y − Ti)
)
.
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ♦♥ ✈♦✐t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉✬♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡
∇θfˆh,τθ0 (x, y) = xφ1(θ′0x, y) + φ2(θ′0x, y).
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ✐❧ s✉✣t ❥✉st❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ φ1 ❡t φ2 ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à H1 ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té t❡♥❞❛♥t
✈❡rs 1✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s φ1 ❡t φ2 s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡s ❞✬❛♣rès ♥♦s ❤②♣♦t❤ès❡s
s✉r K✱ ✐❧ r❡st❡ ❥✉st❡ à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❜♦r♥é❡s ❡t q✉❡ ❧❡✉rs ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s
❞✬♦r❞r❡ 1 s♦♥t ❜♦r♥é❡s ❡t ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❞✬♦r❞r❡ δ✱ ♣♦✉r ✉♥ δ > 0✳ ❖♥ ❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✸✳✼ q✉✬✐❧ s✉✣s❛✐t ❞❡ ❧❡ ✈ér✐✜❡r s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r f˜h,τ ✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉① t❡r♠❡s ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s
❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ∇f˜h,τ ✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈ér✐✜❡r ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r
φ∗2(u, y) =
n∑
i=1
W˜i,n1Ti∈AτXiK
′
h(u− θ′0Xi)Kh(y − Ti)J0(Xi, c/2)
hf τ
θ′0X
(u)
,
❧❡s ❛✉tr❡s t❡r♠❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ tr❛✐tés ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉❡
sup
u,y
|∂ju∂kyφ∗2(u, y)| P−→ 0,
♣♦✉r k + j ≤ 1✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✷✳✽✱ ♦♥ ❛
sup
u,y
√
nh4
log n
∥∥φ∗2(u, y)− E [φ∗2(u, y)]∥∥ = OP(1)
❡t ♣✉✐sq✉❡ nh4 → ∞✱ φ∗2 ❝♦♥✈❡r❣❡ ❜✐❡♥ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✈❡rs E
[
φ∗2
]
✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♥♦tr❡ ❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✺ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ E
[
φ∗2
]
❡st ❜✐❡♥ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é✳ P♦✉r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s
✶✶✶
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ 1✱ ♦♥ ❛
∂uφ
∗
2(u, y) = −
n∑
i=1
W˜i,n1Ti∈AτXiK
′′
h(u− θ′0Xi)Kh(y − Ti)J0(Xi, c/4)
h2f τ
θ′0X
(u)
−
n∑
i=1
W˜i,n1Ti∈AτXiK
′
h(u− θ′0Xi)Kh(y − Ti)J0(Xi, c/4)f ′τθ′0X(u)
h
(
f τ
θ′0X
(u)
)2 .
■❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✽✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡
q✉❡
sup
u,y
√
nh6
log n
∥∥∂uφ∗2(u, y)− ∂uE [φ∗2(u, y)]∥∥ = OP(1)
❡t ❞♦♥❝ ∂uφ∗2 ❝♦♥✈❡r❣❡ ❜✐❡♥ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✈❡rs ∂uE
[
φ∗2
]
❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ♣✉✐sq✉❡ nh6 → ∞
❞✬❛♣rès ♥♦s ❤②♣♦t❤ès❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ∂uE
[
φ∗2
]
❡st ❜✐❡♥ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞✬❛♣rès ❧✬❍②♣♦t❤ès❡
✸✳✺✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ♣♦✉r ∇yφ∗2 ❛✈❡❝ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts s✐♠✐❧❛✐r❡s✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ∂uφj ❡t ∇yφj s♦♥t δ✲ ❍ö❧❞❡r ♣♦✉r j = 1 ❡t
j = 2 ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té t❡♥❞❛♥t ✈❡rs 1✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣r♦✉✈♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t q✉❡ ♣♦✉r ∂uφ1✳ ❖♥ ❛ ✿
sup
u,y,u′,y′
|∂uφ1(u, y)− ∂uφ1(u′, y′)|
‖(u, y)− (u′, y′)‖δ = max
(
sup
|(u,y)−(u′,y′)|≥n−1
|∂uφ1(u, y)− ∂uφ1(u′, y′)|
‖(u, y)− (u′, y′)‖δ ,
sup
|(u,y)−(u′,y′)|≤n−1
|∂uφ1(u, y)− ∂uφ1(u′, y′)|
‖(u, y)− (u′, y′)‖δ
)
=: max(S1, S2).
❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ E [∂uφ1(u, y)
]− E [∂uφ1(u′, y′)] à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ S1✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝✐r❡
S1 ≤ sup
u,y,u′,y′
|E [∂uφ1(u, y)]− E [∂uφ1(u′, y′)]|
‖(u′, y′)− (u, y)‖δ
+ 2nδ sup
u,y,u′,y′
|∂uφ1(u, y)− E
[
∂uφ1(u, y)
]|.
P✉✐sq✉❡K ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞✬♦r❞r❡ 4✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❡st ❜♦r♥é ♣❛r OP(nδh4) ❡t ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
❝❤♦✐s✐r δ ❛✉ss✐ ♣❡t✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t✱ ❝❡ t❡r♠❡ t❡♥❞ ✈❡rs 0✳ ◗✉❛♥t ❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡✱ t♦✉❥♦✉rs ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✽✱ ✐❧ ❡st OP(n−1/2+δ(log n)1/2h−3)✳ ❈❡ t❡r♠❡
t❡♥❞ ❞♦♥❝ ✈❡rs 0 ♣✉✐sq✉❡✱ ❞✬❛♣rès ♥♦s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ nh6+δ →∞✳ P♦✉r S2✱ ♣✉✐sq✉❡ K ❞ér✐✈❛❜❧❡
❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ 3✱ s❡s ❞ér✐✈é❡s ét❛♥t t♦✉t❡s ❜♦r♥é❡s ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ M
✶✶✷
✸✳✼ ❘és✉❧t❛ts t❡❝❤♥✐q✉❡s
♣♦s✐t✐✈❡ ✿
S2 ≤ Rn(u, y)
∥∥∥∥∥
3∑
i=1
|K(i)|
∥∥∥∥∥
∞
sup
‖(u,y)−(u′,y′)‖≤n−1
‖(u, y)− (u′, y′)‖1−δM
h5
n∑
i=1
W˜i,n,
♦ù supu,y Rn(u, y) = OP(1)✳ S2 ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❜♦r♥é❡ ♣❛r OP(n
−1+δh−5) q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs 0
♣✉✐sq✉❡ nh6 →∞✳
✶✶✸
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
✶✶✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✹
➱t✉❞❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ❞❛♥s
✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡
✉♥✐q✉❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡s
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲✬ét✉❞❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ❛ ❝♦♥♥✉ ✉♥ ❡ss♦r ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ❉❛♥s
✉♥ ❝❛❞r❡ ♠é❞✐❝❛❧ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✉❧♦✐r s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉① ré♣ét✐t✐♦♥s ❞❡s ❝r✐s❡s ❞✬❛st❤♠❡
❝❤❡③ ✉♥ ♣❛t✐❡♥t ❛st❤♠❛t✐q✉❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❛✉① ❝r✐s❡s ❞✬é♣✐❧❡♣s✐❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts é♣✐❧❡♣t✐q✉❡s✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t t❡r♠✐♥❛❧ Y ✱ q✉✐ ♣❡✉t r❡♣ré✲
s❡♥t❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡
❝♦♥t❡①t❡✱ ♦♥ ❞❡✈r❛ ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❡♥s✉ré❡s✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❝❡s é✈è♥❡♠❡♥ts
ré❝✉rr❡♥ts ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ♦❜s❡r✈és✳ P❧✉s✐❡✉rs q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥térêt ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ét✉✲
❞✐é❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✈♦✉❧♦✐r s✬✐♥tér❡ss❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉① t❡♠♣s ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts
ré❝✉rr❡♥ts ♦✉ à ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳ ■❝✐✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s N∗(t) q✉✐ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts
s✉r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s [0, t] ❡t ♣ré❝é❞❛♥t ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t t❡r♠✐♥❛❧ Y ✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❝❡♥s✉ré❡s✱ N∗(t) ♥❡ s❡r❛ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ♦❜s❡r✈é✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Y
✶✶✺
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ➱t✉❞❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
❡st ❝❡♥s✉ré✱ s✐ ✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t ré❝✉rr❡♥t s✉r✈✐❡♥t ❡♥tr❡ C ❡t Y ✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡r❛ s❡✉❧❡♠❡♥t N∗(C) ✿
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts s✉r✈❡♥✉s ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❞❛t❡ C✱ ❛♥tér✐❡✉r❡ à t✳
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞è❧❡s ♦♥t ❞é❥à été ét✉❞✐és ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s N∗ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❝❡rt❛✐♥s ♠♦❞è❧❡s ❝❤❡r❝❤❡♥t à ❡st✐♠❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ N∗(t) s❛❝❤❛♥t ❧❛ tr✐❜✉ ❞❡
t♦✉s ❧❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ❥✉sq✉✬à ❧✬✐♥st❛♥t t−✳ ❉✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥❝♦r❡ s✬✐♥tér❡ss❡♥t à
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ E [N∗(t)] ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ●❤♦s❤ ❡t ▲✐♥ ✭✷✵✵✵✮✮✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
q✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✐❝✐✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r
✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ X✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s❡r♦♥s s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱
µ(t|x) = E [N∗(t) |X = x], ✭✹✳✶✮
♦ù X ∈ X ⊂ Rd✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ N∗ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s s✉r
Y ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♠é❞✐❝❛❧ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ❡st
✉♥ ❜♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ✈✐❡ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t ❡t ♣❛r ❧à ♠ê♠❡✱ ♥♦✉s r❡♥s❡✐❣♥❡ s✉r s❛ ❞✉ré❡
❞❡ ✈✐❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬ét✉❞❡✱ ♦♥ ✈❡✉t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐
♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♣❛t✐❡♥t✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ✈♦✉❧♦✐r
❡st✐♠❡r µ✱ q✉✐ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ♠♦②❡♥ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ s❛❝❤❛♥t ✉♥
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s X✳ ➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ s❛♥s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r µ✱ ♦♥
r✐sq✉❡ ❞❡ s❡ ❤❡✉rt❡r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥
♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✉r❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①✐st❛♥ts ❞❛♥s ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❧à✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ θ0 ∈ Θ ⊂ Rd ❡t µ0 : R+ → R✱
t❡❧s q✉❡✱
µ(t|x) = µ0(t)eθ′0x.
❖♥ ♣♦✉rr❛ ❛❧♦rs r❡tr♦✉✈❡r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♠❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡①✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞û ❛❞❛♣t❡r ♥♦tr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s ❝❛r ❧✬✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ♣❡✉t ❡♥tr❛î♥❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s
q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞û ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ w ❞é✜♥✐❡
✶✶✻
✹✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s t❡♠♣s t ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠♦♠❡♥t
✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✭✈♦✐r ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✹✮✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉① é✈è✲
♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts✱ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s N∗ q✉✐ ❛✉r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à êtr❡ très ❣r❛♥❞
❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠♦♠❡♥t ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ♣♦✉r N∗ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ w✱ ✈♦♥t ♥♦✉s ❛ss✉r❡r q✉❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♥❡ ❣r❛♥❞✐t ♣❛s tr♦♣ ✈✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s
q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱ ♣✉✐s ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳ ◆♦✉s ❡st✐♠♦♥s ❧✬✐♥❞❡① ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥
♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ♠❡s✉r❡ w✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝❤♦✐① ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ w✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ✐❧ s❡r❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❝❤♦✐s✐r ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ w q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝❤♦✐s✐ ❡st ❜❛sé s✉r ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r
q✉❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬ét❛❜❧✐r ❞✬❛✉tr❡s ❝r✐tèr❡s✱ ♣❡✉t✲êtr❡
♣❧✉s ❛❞❛♣tés à ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ❞✬ét✉❞❡✳
✹✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
✹✳✷✳✶ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ N∗(t) q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts s✉r✈❡♥✉s ❞✉r❛♥t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s [0, t]✱ ♣♦✉r t ∈ [0, Y ]✳ P❛r ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥✱ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ q✉✐ s❛✉t❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é✈è♥❡♠❡♥t
ré❝✉rr❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s [0, Y ]✳ P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ µ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✹✳✶✮✱ ♥♦✉s ♣r♦✲
♣♦s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♣✉✐s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r
♠♦❞è❧❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ♠❛❥❡✉r ❞✬êtr❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ❡t ❢❛❝✐❧❡ à ét✉❞✐❡r✳
▼♦❞è❧❡ ✶ ✿ ❝❛s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡
µ(t|x) = µ0(t, x; θ0), ✭✹✳✷✮
♦ù θ0 ∈ Θ ⊂ Rd ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ µ0 ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡✳
✶✶✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ➱t✉❞❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ r❡st❡ r❡str✐❝t✐❢✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ♦ù µ0 ❡st ✐♥❝♦♥♥✉✳
▼♦❞è❧❡ ✷ ✿ ❝❛s s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡
µ(t|x) = µθ0(t, θ′0x), ✭✹✳✸✮
♦ù θ0 ∈ Θ ⊂ Rd ❡t µθ(t, u) = E [N∗(t)|θ′X = u]✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s F = {µθ : θ ∈ Θ}
ét❛♥t ✐♥❝♦♥♥✉❡✳
❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
♣✉r❡♠❡♥t ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♦ù ❧✬♦♥ s❡r❛✐t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ 1✱
q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s très ❢♦rt❡s✱ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✈ér✐✜é❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡
♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ❞✐t ✐❧ ✐♥❝❧✉t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ❛❞❛♣té ❛✉① é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts✳ ❯♥ ❛✉tr❡
❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❋❚ ✭❆❝❝❡❧❛r❛t❡❞ ❋❛✐❧✉r❡ ❚✐♠❡✮✱ ♦ù
µ(t|x) = µ0
(
t exp(θ′0x)
)
.
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ N∗ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é s✉r t♦✉t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s
[0, Y ]✱ ♣✉✐sq✉❡ Y ♣❡✉t êtr❡ ❝❡♥s✉ré✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s
♣ré❝é❞❡♥ts ♣♦✉r C✱ T ❡t δ✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t t✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬♦❜s❡r✈❡r N∗(t) ♦♥ ♦❜s❡r✈❡r❛
N(t) := N∗(t∧T )✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❡r♦♥t ❞♦♥❝ ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ n ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✐✳✐✳❞✳ ❞❡ (Ti, δi, Xi, Ni(·))1≤i≤n✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✶✮ ❡t ✭✶✳✷✮✱ ❛❞❛♣té❡s à ❝❡
♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥t❡①t❡✳
❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✶✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡


P
(
dN∗(C) 6= 0) = 0,
P(Y = C) = 0.
❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❝❛✉sés ♣❛r ❧❡s
❡①✲❛❡q✉♦ ❡♥tr❡ ❞é❝ès✱ ❝❡♥s✉r❡ ♦✉ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts✳
✶✶✽
✹✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✷✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡

C⊥⊥(N∗, Y ),
P(C ≤ t|N∗, X, Y ) = P(C ≤ t|N∗, Y ) ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, τH ].
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts
❡t r❡♠♣❧❛❝❡ ♥♦tr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ Y ❡t C q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✈❛✐t ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s
♣ré❝é❞❡♥ts✳ ➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ✈r❛✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù C ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡
(N∗, X, Y ) ♠❛✐s ❡❧❧❡s r❡st❡♥t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ♥✬✐♠♣♦s❡♥t ♣❛s ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❡♥tr❡ C ❡t X✳
✹✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s Z(·)
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✣❝✉❧té q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ✐❝✐ ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ µ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡
♣r♦❝❡ss✉s N∗ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é✳ ▲❡s ❝r✐tèr❡s ♥❛t✉r❡❧s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛✉①q✉❡❧s ♦♥
♣♦✉rr❛✐t ♣❡♥s❡r ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✐❝✐ ♣✉✐sq✉✬✐❧s ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r N∗✳ ❈✬❡st ♣♦✉r✲
q✉♦✐ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s Z(·)✱ ❞❡st✐♥é à ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s
❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉s à ❧❛ ❝❡♥s✉r❡✳ ❙♦✐t
Z(t) =
∫ t
0
dN(s)
1−G(s−) . ✭✹✳✹✮
❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✹✮✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ✈❛ ❞é❝r♦îtr❡ q✉❛♥❞ t t❡♥❞ ✈❡rs
❧✬✐♥✜♥✐✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬♦♥ ✈❛ ❛❝❝♦r❞❡r ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐❞s ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ❜✉t ét❛♥t
❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛✉sé ♣❛r ❧❛
❝❡♥s✉r❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
E
[
dN(s)|X] = E [dN∗(s ∧ C)|X]
= E
[
dN∗(s)1s≤C |X
]
= E
[
dN∗(s)E
[
1s≤C |N∗, X, Y
]∣∣X]
= E
[
dN∗(s)|X](1−G(s−)),
✶✶✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ➱t✉❞❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
♦ù ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✶ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❡t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✷ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
é❣❛❧✐té✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
E
[
Z(t)|X] = E [N∗(t)|X] = µ(t|X). ✭✹✳✺✮
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s Z ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ G q✉✐ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡st✐♠❡r Z ❡♥
r❡♠♣❧❛ç❛♥t G ♣❛r s♦♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✱ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Zˆ(t) =
∫ t
0
dN(s)
1− Gˆ(s−) . ✭✹✳✻✮
❖♥ ❡ss❛②❡r❛ ❛❧♦rs ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r Zˆ ♣❛r Z✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❧❡ ♣❧✉s
❣r❛♥❞ ❡♥❥❡✉ ✐❝✐ s❡r❛ ❞♦♥❝ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ Z ❡t s❛ q✉❛♥t✐té ❡st✐♠é❡✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡
s✉✐✈❛♥t ❢♦✉r♥✐t ❥✉st❡♠❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✐✳✐✳❞✳ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s Zˆ(·)✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥té❣ré❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s
♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ w ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té W✳ ◆♦✉s ❡①✲
♣❧✐❝✐t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉✬❡❧❧❡ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r
♣♦✉r ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡ ❧❡♠♠❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ s✉r ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡t s♦♥ rô❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣✉✐s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥
✹✳✸✳✹ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❝❤♦✐s✐r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦rt❛♥t s✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱
G = {g : (t, x) ∈ [0, τH ]×X 7→ g(t, x)}.
❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t à G = {µθ : (t, x) ∈ [0, τH ]× X 7→ µθ(t, x), θ ∈ Θ} ♦✉ ❛✉① ❝❧❛ss❡s
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ 1 ♦✉ 2 ❞❡ µθ✳
❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✶✳ ❙♦✐t Gτ = {g(t, ·), t ∈ [0, τ ], g ∈ G}✱ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡ s✉r X ♣♦✉r
τ < τH ✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t τ < τH ✱ Gτ ❡st ✉♥❡ ❱❈✲❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳
❱♦✐❝✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣♦rt❛♥t s✉rW✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳
✶✷✵
✹✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ w0 ❡t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ C0 t❡❧❧❡s
q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t w ∈ W✱ ∫ τH
t
dw(s) ≤ C0W0(t),
♦ù W0(t) =
∫ τH
t dw0(s)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
W0(t) =W1(t)W2(t),
♦ù W1 ❡t W2 s♦♥t ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s t❡❧❧❡s q✉❡∫ τH
0
W 21 (t)dG(t)(
1− F (t−))(1−G(t−))2 <∞,∫ τH
0
W2(t)E [dN
∗(t)] <∞
❡t limt→τH W2(t) = 0✳
▲✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸ ♥❡ ♥♦✉s r❡str❡✐♥t ♣❛s à ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s W à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✱ ❡❧❧❡
r❡st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s à s✉♣♣♦rt s✉r t♦✉t [0, τH ]✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥
♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ✐♠♣♦s❡ ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠♦♠❡♥ts✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ♣♦rt❛♥t s✉r
W1(t)✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r 1 − Gˆ(t−) ✭❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Z✮ ♣♦✉r t ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s
❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ s❡rt à ✈ér✐✜❡r q✉❡ N∗(t) ♥❡ ❣r❛♥❞✐t ♣❛s tr♦♣ ✈✐t❡
❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣r❡♥♦♥s τH = +∞✳ ❆✈❡❝ W1(t) = (1 − H(t))1/2(1 − G(t))ε ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✈ér✐✜é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ E [N∗(t)] ∼ αt q✉❛♥❞ t→∞✱ ♣♦✉r ✉♥
α > 0✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ W2(t) = t−β ❛✈❡❝ β > 1✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
▲✬❍②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❍ö❧❞❡r s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s N ✳
❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ♥♦✉s ❛ss✉r❡r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ♥♦s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t
à ❞❡s ❱❈✲❝❧❛ss❡s✳
❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✹✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t τ < τH ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ α > 0 t❡❧❧❡ q✉❡✱
E
[
sup
t≤τ,t′≤τ
|N(t)−N(t′)|
|t− t′|α
]
<∞.
✶✷✶
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ➱t✉❞❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳ ❙♦✐t G✱ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ Φ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✶ ❡t s♦✐t W
✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✈ér✐✜❛♥t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✹ ❡st
✈ér✐✜é❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t g ∈ G✱
Sn(g, w) =
1
n
n∑
i=1
∫ τH
0
Zi(t)g(t,Xi)dw(t)
❡t
Sˆn(g, w) =
1
n
n∑
i=1
∫ T(n)
0
Zˆi(t)g(t,Xi)dw(t).
✭✐✮ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ supw∈W E
[
Sn(Φ, w)
]
<∞✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t g ∈ G✱ ♦♥ ❛ ✿
Sˆn(g, w)− Sn(g, w) = 1
n
n∑
i=1
∫ τH
0
∫ t
0
ηs−(Ti, δi)E
[
g(t,X)dµ(s|X)]dw(t) +Rn(g, w),
♦ù
ηt(T, δ) =
(1− δ)1T≤t
1−H(T−) −
∫ t
0
1T≥sdG(s)(
1−H(s−))(1−G(s−))
❡t supw∈W,g∈G |Rn(g, w)| = oP(n−1/2)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❡s s✉♣♣♦rts ❞❡s ♠❡s✉r❡s w s♦♥t t♦✉s
✐♥❝❧✉s ❞❛♥s [0, τ ]✱ ♣♦✉r ✉♥ τ < τH ✱ ❛❧♦rs supw∈W,g∈G |Rn(g, w)| = OP(n−1 log n)✳
✭✐✐✮ ❙✐ gˆ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs ♥♦♥♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❞❡ g t❡❧❧❡ q✉❡
supg∈G ‖gˆ−g‖∞ = oP(1)✱ ❛❧♦rs supw∈W |Sˆn(gˆ, w)−Sn(gˆ, w)| = oP(n−1/2) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
OP(n
−1 log n) s✐ ❧❡s s✉♣♣♦rts ❞❡s ♠❡s✉r❡s w s♦♥t t♦✉s ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s [0, τ ]✮✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡st r❡♣♦rté❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✶✳ ●râ❝❡ à ❧✬é❣❛❧✐té ✭✹✳✺✮✱ ✐❧ ❡st
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ θ0 ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡ ✹✳✷ ❡t ✹✳✸ ❞❡ t②♣❡
♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳ P✉✐sq✉❡ N∗ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❜❛sé s✉r
❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s Z✳
▲❡ ❝❛s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡
❉é✜♥✐ss♦♥s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ w t❡❧❧❡ q✉❡ w
(
[0,∞)) <∞✱
Mw(θ, µ0) =
∫ τH
0
E
[
µ0(t,X; θ)
2
]
dw(t)− 2
∫ τH
0
E
[
Z(t)µ0(t,X; θ)
]
dw(t).
✶✷✷
✹✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❉✬❛♣rès ✭✹✳✺✮✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
θ0 = argmin
θ∈Θ
∫ τH
0
E
[(
Z(t)− µθ(t, θ′X)
)2]
dw(t)
= argmin
θ∈Θ
Mw(θ, µ0).
P♦✉r ❡st✐♠❡r θ0✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r Mw ♣❛r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✿
Mn,w(θ, µ0) =
1
n
n∑
i=1
∫ T(n)
0
µ0(t,Xi; θ)
2dw(t)− 2
n
n∑
i=1
∫ T(n)
0
Zˆi(t)µ0(t,Xi; θ)dw(t).
❖♥ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r s✉✐✈❛♥t ❞❡ θ0 ✿
θˆ(w) = argmin
θ∈Θ
Mn,w(θ, µ0). ✭✹✳✼✮
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛
♠❡s✉r❡ w✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❥♦✉❡r❛ ❞❡✉① rô❧❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts ✿ t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ st❛t✐st✐❝✐❡♥ ♣♦✉rr❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛❝❝♦r❞❡r ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐❞s
s✉r ❝❡rt❛✐♥s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❧✉s t❤é♦r✐q✉❡✱
❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s Z ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✹✳✻✮ ❞❡ Zˆ✱ ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❞é❝r♦ît ✈❡rs 0 q✉❛♥❞ t s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
τH ❡t w ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝♦♠♣❡♥s❡r ❝❡❧❛✳ P♦✉r t♦✉t❡s ❝❡s r❛✐s♦♥s✱ ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡ ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ❡st ✐♥t✐♠❡♠❡♥t ❧✐é❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ w✳ P❛ss♦♥s à ♣rés❡♥t ❛✉ ❝❛s
s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳
▲❡ ❝❛s s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡
❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s {µθ, θ ∈ Θ} ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✿
θ0 = argmin
θ∈Θ
Mw(θ, µθ),
♦ù
Mw(θ, µθ) =
∫ τH
0
E
[
µθ(t, θ
′X)2
]
dw(t)− 2
∫ τH
0
E
[
Z(t)µθ(t, θ
′X)
]
dw(t).
✶✷✸
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ➱t✉❞❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs {µˆθ, θ ∈ Θ} ❞❡ {µθ, θ ∈
Θ}✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ θ0 s✉✐✈❛♥t ✿
θˆ(w) = argmin
θ∈Θ
Mn,w(θ, µˆθ), ✭✹✳✽✮
♦ù
Mn,w(θ, µˆθ) = n
−1
n∑
i=1
∫ T(n)
0
µˆθ(t, θ
′Xi)
2dw(t)− 2n−1
n∑
i=1
∫ T(n)
0
Zˆi(t)µˆθ(t, θ
′Xi)dw(t).
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✐✳✐✳❞✳ ❞❡ θˆ(w) ♣♦✉r ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡
❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs µˆθ ✈ér✐✜❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥s ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉r à ♥♦②❛✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r µˆθ✳ P✉✐s ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s✱ ❞❛♥s
❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷✱ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s s✉r ♥♦tr❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s
s♦♥t ❜✐❡♥ t♦✉t❡s ✈ér✐✜é❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉①✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡✱ ❞✬❛♣rès ●❤♦s❤ ❡t ▲✐♥ ✭✷✵✵✵✮ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
µθ(t, u) =
∫ t
0
(
1− Fθ(s− |u)
)
dRθ(s|u),
♦ù
Rθ(t|u) := E
[
N∗(t)|Y ≥ t, θ′X = u]
❡t
Fθ(s|u) = P(Y ≤ s|θ′X = u).
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✷✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡
E
[
dN(s)|θ′0X
]
= E
[
dN∗(s)|θ′0X
]
(1−G(s−)).
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛
P
(
dN∗(s) = 1, Y ≥ s, θ′X = u) = P(dN∗(t) = 1, θ′X = u),
♣✉✐sq✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t ré❝✉rr❡♥t ❡♥ s q✉❡ s✐ Y ≥ s✳ ❆✐♥s✐✱
dRθ(s|u) = P
(
dN∗(s) = 1|Y ≥ s, θ′X = u)
=
P
(
dN∗(s) = 1, θ′X = u
)(
1− Fθ(s− |u)
)
fθ′0X(u)
=
E
[
dN∗(s)|θ′0X
]
1− Fθ(s− |u) .
✶✷✹
✹✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
µθ(t, u) =
∫ t
0
E
[
dN(s)|θ′X = u]
1−G(s−) . ✭✹✳✾✮
❖♥ ❡st✐♠❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❞❡ ✭✹✳✾✮ ♣❛r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r à ♥♦②❛✉ ❡t ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ♣❛r
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❞❡ G✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
µˆθ,h(t, u) =
∫ t
0
∑n
i=1K
(
u−θ′Xi
h
)
dNi(s)∑n
j=1K
(
u−θ′Xj
h
) (
1− Gˆ(s−)) , ✭✹✳✶✵✮
♦ù K ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ ❡t h ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ t❡♥❞❛♥t ✈❡rs 0✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ❧✐st❡
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r K ❡t h✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ h ❞❛♥s ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✻✳
✹✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡ ♥♦s ❡st✐♠❛t❡✉rs✳ ◆♦✉s
❝♦♠♠❡♥ç♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t s✉r ❧❡s
❡st✐♠❛t❡✉rs ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ θˆ(w) ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✭✹✳✼✮ ❡t ✭✹✳✽✮✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡s ❝❤♦✐①
♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s w ❡t ❞❡ ❢❡♥êtr❡s h ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦tr❡
❡st✐♠❛t❡✉r ❞❛♥s ❧❡s ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✸✳✹ ❡t ✹✳✺✳✷✳
✹✳✸✳✶ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
❍②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡
▲❡s ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✷ ❡t ✸ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉r ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✳
❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✷✳ ❙♦✐t G = {gθ : (t, x) ∈ [0, τH ] × X 7→ gθ(t, x), θ ∈ Θ} ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ {(x, z) 7→ ∫ τH0 z(t)g(t, x)dw(t), gθ ∈ G, w ∈ W} ❡st ●❧✐✈❡♥❦♦ ❈❛♥t❡❧❧✐✳
❊①❡♠♣❧❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s G ❡t ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s W✱
✈ér✐✜❛♥t ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ✓ ❜r❛❝❦❡t✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ✔ ❞❡
✶✷✺
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ➱t✉❞❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡N[](ε,G, L1) <∞✱ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✳ ❙♦✐tW = {w :
dw(t) =W0(t)dw˜(t), w˜ ∈ W˜, t ∈ [0, τH ]} ♦ù W˜ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
t♦✉t❡s ❧❡s ♠❡s✉r❡s w˜ t❡❧❧❡s q✉❡
∫ τH
t dw˜(u) = −W˜ (t) ❡t W˜ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❜♦r♥é❡
♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ M ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ N[](ε, W˜, L∞) <∞ ❡t N[](ε,W0G, L∞) <∞✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♦♥ ❞é✜♥✐t ψg,W0(t) = Z(t)g(t,X)W0(t) ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
E
[
sup
g∈G
∫ τH
0
d|ψg,W0(t)|
]
:= κ1 <∞ ❡t E
[∫ τH
0
sup
w˜∈W˜
Z(t)dw˜(t)
]
:= κ2 <∞.
❆❧♦rs✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ {[gWl,i , gWu,i]}1≤i≤N1 ❡t {[w˜l,j , w˜u,j ]}1≤j≤N2 ✱ ❧❡s ε/(2κ1)✲❜r❛❝❦❡ts r❡❝♦✉✈r❛♥tW0G
❡t ❧❡s ε/(2κ2)✲❜r❛❝❦❡ts r❡❝♦✉✈r❛♥t W˜✳ P♦✉r t♦✉t 1 ≤ i ≤ N1 ❡t 1 ≤ j ≤ N2✱ ♦♥ ❛ ✿
E
∣∣∣∣
∫ τH
0
Z(t)gWu,idw˜u,j −
∫ τH
0
Z(t)gWl,i dw˜l,j
∣∣∣∣ ≤ E
∣∣∣∣
∫ τH
0
Z(t)(gWu,i − gWl,i )dw˜l,j
∣∣∣∣
+ E
∣∣∣∣
∫ τH
0
Z(t)gWu,i(dw˜u,j − dw˜l,j)
∣∣∣∣ .
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ♣♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❜♦r♥❡r
❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ♣❛r ε✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❜r❛❝❦❡t✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡st ❜♦r♥é ♣❛r
N1N2✱ q✉✐ ❡st ✜♥✐✳
❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✸✳ ❙♦✐t gθ ∈ {(t, x) 7→ gθ(t, x), θ ∈ Θ}✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (θ1, θ2) ∈ Θ2 ❡t
x ∈ X ,
sup
w∈W
∫ τH
0
‖gθ1(t, x)− gθ2(t, x)‖dw(t) ≤ C‖θ1 − θ2‖,
♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ∇θµ0(s, x; θ1) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ∇2θµ0(s, x; θ1)✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❞ér✐✈é❡s
♣❛rt✐❡❧❧❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❍❡ss✐❡♥♥❡✮ ❞❡ µ0(s, x; θ) ♣❛r r❛♣♣♦rt à t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦✲
s❛♥t❡s ❞❡ θ✱ é✈❛❧✉é ❡♥ θ1✳
❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✺✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t w ∈ W✱
Vw,p =
∫ τH
0 E
[∇θµ0(t,X, θ0)∇θµ0(t,X, θ0)′]dw(t) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s {µ0(·, ·; θ), θ ∈ Θ}✱ {∇θµ0(·, ·; θ), θ ∈ Θ} ❡t {∇2θµ0(·, ·; θ), θ ∈ Θ} ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❈♦♥❞✐t✐♦♥s
✶✱ ✷ ❡t ✸✳
✶✷✻
✹✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s
❍②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡
▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✺✳ ■❝✐✱ ∇θµθ1(s, x) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
∇2θµθ1(s, x)✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❍❡ss✐❡♥♥❡✮
❞❡ µθ(s, θ′x) ♣❛r r❛♣♣♦rt à t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ θ✱ é✈❛❧✉é ❡♥ θ1✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡
❣r❛❞✐❡♥t ∇θµθ1(s, x) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ θ′x ♠❛✐s ❞❡ t♦✉t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r x✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s
✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✾✳
❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✻✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t w ∈ W,
Vw,sp =
∫ τH
0 E
[∇θµθ0(t,X)∇θµθ0(t,X)′]dw(t) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
{µθ(·, ·), θ ∈ Θ}✱ {∇θµθ(·, ·), θ ∈ Θ} ❡t {∇2θµθ(·, ·), θ ∈ Θ} ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✶✱ ✷ ❡t ✸✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❡s✲
t✐♠❛t❡✉r ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ µˆθ ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ 1 ❡t 2✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❞û ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s s❛♥s ❛✈♦✐r à ✐♠♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s tr♦♣ r❡str✐❝t✐✈❡s s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳
❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✼✳ ✭✐✮ ❙♦✐❡♥t λ1, λ2 t❡❧s q✉❡ λ1 + λ2 ≥ 1 ❡t µ¯θ(t, u) = sup(µθ(t, u), 1)✳ ❖♥
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ✿
sup
t,θ,x
∣∣∣∣ µˆθ(t, θ′x)− µθ(t, θ′x)µ¯θ0(t, θ′0x)λ1+λ2
∣∣∣∣ = oP(1),
sup
t,θ,x
∥∥∥∥∇θµˆθ(t, z)−∇θµθ(t, x)µ¯θ0(t, θ′0x)λ1+λ2
∥∥∥∥ = oP(1),
sup
t,θ,x
∥∥∥∥∇2θµˆθ(t, z)−∇2θµθ(t, x)µ¯θ0(t, θ′0x)λ1+λ2
∥∥∥∥ = oP(1),
♦ù ❧❡s s✉♣r❡♠❛ s♦♥t ♣r✐s ♣♦✉r t ≤ T(n), θ ∈ Θ ❡t x ∈ X ✳
✭✐✐✮ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡
sup
t,x
|µˆθ0(t, θ′0x)− µθ0(t, θ′0x)| = OP (ε1,n),
sup
t,x
‖∇θ0 µˆθ0(t, x)−∇θµθ0(t, x)‖ = OP (ε2,n),
♦ù ❧❡s s✉♣r❡♠❛ s♦♥t ♣r✐s ♣♦✉r t ≤ T(n), x ∈ X ❡t ε1,nε2,n = oP (n−1/2)✳
▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ µ¯θ ♥♦✉s ♦❜❧✐❣❡ ❛❧♦rs à r❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳
✶✷✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ➱t✉❞❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✽✳ P♦✉r t♦✉t w ∈ W✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
sup
x
∫ τH
0
(
E
[
N∗(t)|X = x])2(λ1+λ2)dw(t) <∞,
♦ù λ1 ❡t λ2 ♦♥t été ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✼✳
▲✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡ ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡s à ♥♦s ♣r❡✉✈❡s✳ ❖♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t
à ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❉♦♥s❦❡r✳
❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✾✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❉♦♥s❦❡r H1 ❡t H2 t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
w ∈ W✱
(t, z) 7−→
∫ τH
0
(
µθ0(t, θ
′
0x)− z(t)
)∇θµθ0(t, x)dw(t) ∈ H1,
z 7−→
∫ τH
0
µθ0(t, θ
′
0x)∇θµθ0(t, x)dw(t) ∈ H2.
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ n s✉✣s❛♠❡♥t ❣r❛♥❞✱
(t, z) 7−→
∫ τH
0
(
µθ0(t, θ
′
0x)− z(t)
)∇θµˆθ0(t, x)dw(t) ∈ H1,
y 7−→
∫ τH
0
µˆθ0(t, θ
′
0x)∇θµθ0(t, x)dw(t) ∈ H2,
❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té t❡♥❞❛♥t ✈❡rs 1✳
❊①❡♠♣❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✷✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s G ✈ér✐✜❛♥t ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ ❛✉① rés✉❧t❛ts ♣♦rt❛♥t
s✉r ❧❡s ❝♦✈❡r✐♥❣ ♥✉♠❜❡r✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡
∫∞
0
√
logN(ε,G, L∞)dε < ∞✳ P♦✉r η > 0
♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t C1+η(θ′0X ,M)✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r θ′0X
❞♦♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✬♦r❞r❡ 1 ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❡t ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❞✬♦r❞r❡ η ✭✈♦✐r
❱❛♥ ❞❡r ❱❛❛rt ❡t ❲❡❧❧♥❡r ✭✶✾✾✻✮✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✮✳ ❖♥ ♣♦s❡ N1(ε) = N(ε, C1+η(θ′0X ,M), L∞)
❡t ♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛r {ψj}1≤j≤N1(ε) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s N1(ε) ❜♦✉❧❡s r❡❝♦✉✈r❛♥t C1+η(θ′0X ,M)✳
❆❧♦rs✱ ♣♦✉r ✉♥ 0 < ε ≤ 1✱ ♦♥ ♣♦s❡ nε = −ε−1 log ε ❡t ♦♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡ [0, τH ] ❡♥ nε ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
[tj−1, tj ], 1 ≤ j ≤ nε ❞❡ t❛✐❧❧❡ ε✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t H′✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s hk1,...,kn(ε)
❞é✜♥✐❡s s✉r [0, τH ]× θ′X ♣❛r
hk1,...,kn(ε)(t, θ
′
0x) = ψkj (θ
′
0x), ❢♦r t ∈ [tj−1, tj ].
✶✷✽
✹✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s
❖♥ s✉♣♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ hk1,...,kn(ε) ∈ H′✱
‖hk1,...,kn(ε)(t, u)− hk1,...,kn(ε)(t′, u)‖ ≤M |t− t′|, ♣♦✉r t♦✉t t, t′ ∈ [0, τH ], u ∈ θ′X , ✭✹✳✶✶✮
❡t x 7→ hk1,...,kn(ε)(t, θ′0x) ∈ C1+η(θ′0X ,M ′)✱ ♣♦✉r M,M ′ > 0✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
▲✐♣s❝❤✐t③ ✭✹✳✶✶✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r N1(ε) ❜♦✉❧❡s s✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ε✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡
q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ H′ ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r
N2(ε) :=
(
N1(ε)
)nε = exp
(
−
(
1
ε
) η+2
η+1
log ε
)
.
❖r ∫ 1
0
√
logN2(ε)dε <∞
❡t ❞♦♥❝ H′ ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❉♦♥s❦❡r✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs {hi}1≤i≤N2(ε) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s N2(ε) ❜♦✉❧❡s
r❡❝♦✉✈r❛♥t H′ ♣✉✐s ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t
H′′ :=
{
(x, y) 7−→ φ(h, w˜), h ∈ H′, w˜ ∈ W˜
}
, ✭✹✳✶✷✮
♦ù W˜ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s q✉❡ ❝❡❧✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✷ ❡t
φ(h, w˜) =
∫ τH
0
(
µθ0(t, θ
′
0x)− y(t)
)
h(t, θ′0x)W0(t)dw˜(t).
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❛❧♦rs q✉❡ ∇θµθ0(t, x) ❡t ∇θµˆθ0(t, x) ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ xh1(t, θ′0x) +
h2(t, θ
′
0x)✱ ♦ù h1, h2 ∈ H′✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❉♦♥s❦❡r
✭✈♦✐r ❡①❡♠♣❧❡s ✷✳✶✵✳✼ ❡t ✷✳✶✵✳✶✵ ❞❛♥s ❱❛♥ ❞❡r ❱❛❛rt ❡t ❲❡❧❧♥❡r ✭✶✾✾✻✮✮✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r
q✉❡ H′′ ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❉♦♥s❦❡r ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
∫ ∞
0
√
logN3(ε)dε < +∞,
♦ù N3(ε) = N(ε, W˜, L∞) ❡t ♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛r {w˜j}1≤j≤N3(ε) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s N3(ε) ❜♦✉❧❡s
r❡❝♦✉✈r❛♥t W˜✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s N2(ε)×N3(ε) ❢♦♥❝t✐♦♥s
{φ(hi, w˜j)}1≤i≤N2(ε),1≤j≤N3(ε) ♣♦✉r r❡❝♦✉✈r✐r H′′✳ P♦✉r t♦✉t h ∈ H′, w˜ ∈ W˜✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
✶✷✾
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i ∈ [1, N2(ε)] ❡t ✉♥ j ∈ [1, N3(ε)] t❡❧s q✉❡ ✿
‖φ(h, w˜)− φ(hi, w˜j)‖∞ ≤
∥∥∥∥
∫ τH
0
(
µθ0(t, θ
′
0x)− z(t)
)(
h(t, θ′0x)− hi(t, θ′0x)
)
W0(t)dw˜(t)
∥∥∥∥
∞
+
∥∥∥∥
∫ τH
0
(
µθ0(t, θ
′
0x)− z(t)
)
h(t, θ′0x)W0(t)
(
dw˜(t)− dw˜j(t)
)∥∥∥∥
∞
≤Mε + ‖W˜ − W˜j‖∞
∥∥∥∥
∫ τH
0
dϕht (z, θ
′
0x)
∥∥∥∥
∞
,
♦ù Mε > 0✱ ϕht (z, θ
′
0x) =
(
µθ0(t, θ
′
0x)− z(t)
)
h(t, θ′0x)W0(t) ❡t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té ❛ été ♦❜t❡♥✉❡
♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡✳ ❆✐♥s✐✱ t❛♥t q✉❡
∥∥∫ τH
0 W0(t)dϕ
h
t (y, θ
′
0z)
∥∥
∞
< ∞✱ G s❡r❛ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡
❞❡ ❉♦♥s❦❡r✳
✹✳✸✳✷ ◆♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ θˆ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✹✳✷✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❙♦✐t θˆ(w)✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✹✳✼✮✳ ❙♦✉s
❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✹✳✶ à ✹✳✺✱ ♦♥ ❛ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ θˆ(w)✱
θˆ(w)− θ0 = V −1w,p
{
1
n
n∑
i=1
(∫ τH
0
(
Zi(t)− µ0(t,Xi; θ0)
)∇θµ0(t,Xi; θ0)dw(t)
+
∫ τH
0
∫ t
0
ηs−(Ti, δi)E
[∇θµ0(t,X; θ0)dµ0(s,X; θ0)]dw(t)
)}
+Rn(w),
♦ù
ηt(T, δ) =
(1− δ)1T≤t
1−H(T−) −
∫ t
0
1T≥sdG(s)(
1−H(s−))(1−G(s−))
❡t supw∈W |Rn(w)| = oP (n−1/2)✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♣♦✉r t♦✉t w ∈ W✱
√
n
(
θˆ(w)− θ0
) L−→ N (0,Σw,p),
♦ù Σw,p = V
−1
w,p∆w,pV
−1
w,p ❡t ∆w,p ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛
s♦♠♠❡ ❡♥tr❡ ❛❝❝♦❧❛❞❡s✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐✳✐✳❞✳ ❞❡ θˆ(w) − θ0 ♣✉✐sq✉❡ ❧❡
t❡r♠❡ ❡♥tr❡ ❛❝❝♦❧❛❞❡s r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✐✳✐✳❞✳ ❡t ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♥✉❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
E
[(
µ0(t,X; θ0)− Z(t)
)∇θµ0(t,X; θ0)] = E [∇θµ0(t,X; θ0)(µ0(t,X; θ0)− E [Z(t)|X])]
= 0,
✶✸✵
✹✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s
❞✬❛♣rès ✭✹✳✺✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✷✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ✭✈♦✐r ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ❞✉ ❚❤é♦✲
rè♠❡ ✶✳✾✮
E
[
ηt(T, δ)
]
= 0. ✭✹✳✶✸✮
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❞❡✉①
♣❛rt✐❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ θˆ(w) ✈❡rs θ0 t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ θˆ(w)✳
❈♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ θˆ(w)
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t (i) ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶✱ ♦♥ ❛
Mn,w(θ, µ0) = −2Sˆn(µ0(·, ·; θ), w) + 1
n
n∑
i=1
∫ T(n)
0
µ0(t,Xi; θ)
2dw(t)
= −2Sn(µ0(·, ·; θ), w) + 1
n
n∑
i=1
∫ T(n)
0
µ0(t,Xi; θ)
2dw(t)
+
1
n
n∑
i=1
∫ τH
0
∫ t
0
ηs−(Ti, δi)E
[
µ0(t,X; θ)dµ(s|X)
]
dw(t) +Rn(µ0(·, ·; θ), w),
♦ù supw,θ Rn(µ0(·, ·; θ), w) = oP(n−1/2)✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s {µ0 : (t, x) ∈ [0, τH ] ×
X 7→ µ0(t, θ′x), θ ∈ Θ} ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✷✱
sup
θ,w
∣∣∣∣Sn(µ0(·, ·; θ), w)−
∫ τH
0
E
[
Z(t)µ0(t,X; θ)
]
dw(t)
∣∣∣∣ = oP(1).
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s {µ20 : (t, x) ∈ [0, τH ]×X 7→ µ0(t, θ′x)2, θ ∈ Θ} ét❛♥t ●❧✐✈❡♥❦♦✲
❈❛♥t❡❧❧✐ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✸✱ ♦♥ ❛
sup
θ,w
∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1
∫ T(n)
0
µ0(t,Xi; θ)
2dw(t)−
∫ τH
0
E
[
µ0(t,X; θ)
2
]
dw(t)
∣∣∣∣∣ = oP(1).
❊♥✜♥✱
sup
θ,w
∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1
∫ τH
0
∫ t
0
ηs−(Ti, δi)E
[
µ0(t,X; θ)dµ(s|X)
]
dw(t)
∣∣∣∣∣ = oP(1),
❞✬❛♣rès ✭✹✳✶✸✮✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♠♦♥tré q✉❡
sup
θ,w
|Mn,w(θ, µ0)−Mw(θ, µ0)| = oP(1),
✶✸✶
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❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭❡♥ w✮ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ θˆ(w) ✈❡rs θ0✳
❚❤é♦rè♠❡ ❈❡♥tr❛❧ ▲✐♠✐t❡ ❞❡ θˆ(w)
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❈❡♥tr❛❧ ▲✐♠✐t❡ ♣♦✉r θˆ(w)✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r
❞❡ ∇θMn,w(θ, µ0) ❡♥ θ0 ✿
∇θMn,w(θˆ, µ0) = ∇θMn,w(θ0, µ0) +∇2θMn,w(θ˜, µ0)(θˆ − θ0), ✭✹✳✶✹✮
♣♦✉r ✉♥ θ˜ ❡♥tr❡ θˆ ❡t θ0✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ✭✹✳✶✹✮ ❡st ♥✉❧❧❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ θˆ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r
✉♥ n s✉✣s❛♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ∇2θMn,w(θ˜, µ0) ❡st ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ❞✬❛♣rès
❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✺✱ ♣✉✐sq✉❡ θ˜ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs θ0✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐✱
θˆ(w)− θ0 = −∇2θM−1n,w(θ˜, µ0)∇θMn,w(θ0, µ0).
❖♥ é❝r✐t✱
∇2θMn,w(θ˜, µ0)
= −2
(
Sˆn(∇2θµ0(·, ·; θ˜), w)−
1
n
n∑
i=1
∫ τH
0
(
∇θµ0(t,Xi; θ˜)∇θµ0(t,Xi; θ˜)′
+µ0(t,Xi; θ˜)∇2θµ0(t,Xi; θ˜)
)
dw(t) +
1
n
n∑
i=1
∫ τH
T(n)
(
∇θµ0(t,Xi; θ˜)∇θµ0(t,Xi; θ˜)′
+µ0(t,Xi; θ˜)∇2θµ0(t,Xi; θ˜)
)
dw(t)
)
=: −2(A1n,w(θ˜, µ0) +A2n,w(θ˜, µ0) +A3n,w(θ˜, µ0)),
♦ù
A1n,w(θ˜, µ0) = Sˆn(∇2θµ0(·, ·; θ˜), w),
A2n,w(θ˜, µ0) =
1
n
n∑
i=1
∫ τH
0
(
∇θµ0(t,Xi; θ˜)∇θµ0(t,Xi; θ˜)′ + µ0(t,Xi; θ˜)∇2θµ0(t,Xi; θ˜)
)
dw(t),
A3n,w(θ˜, µ0) =
1
n
n∑
i=1
∫ τH
T(n)
(
∇θµ0(t,Xi; θ˜)∇θµ0(t,Xi; θ˜)′ + µ0(t,Xi; θ˜)∇2θµ0(t,Xi; θ˜)
)
dw(t).
✶✸✷
✹✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ A3n,w(θ˜, µ0) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à w✱ ✈❡rs 0 ♣✉✐sq✉❡ T(n) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs τH ❡t∫ τH
0
E
[∇θµ0(t,Xi; θ0)∇θµ0(t,Xi; θ0)′ + µ0(t,X; θ0)∇2θµ0(t,X; θ0)]dw(t) <∞.
❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶ ♣♦✉r A1n,w(θ˜, µ0)✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s {∇2θµ0 : (t, x) ∈ [0, τH ] × X 7→ ∇2θµ0(t, θ′x), θ ∈ Θ} ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✷ ❡t ✸✱ ❡t
♣✉✐sq✉❡ θ˜ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ w ✈❡rs θ0✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
sup
w
∣∣∣∣A1n,w(θ˜, µ0)−
∫ τH
0
E
[
Z(t)∇2θµ0(t,X; θ0)
]
dw(t)
∣∣∣∣ = oP(1).
P♦✉r A2n,w✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s {µ0 : (t, x) 7→ µ0(t, θ′x), θ ∈ Θ}✱ {∇θµ0 : (t, x) 7→
∇θµ0(t, θ′x), θ ∈ Θ} ❡t {∇2θµ0 : (t, x) 7→ ∇2θµ0(t, θ′x), θ ∈ Θ} ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✷ ❡t ✸✱ ❧❡
t❡r♠❡
sup
w
∣∣∣∣A2n,w(θ˜, µ0)−
∫ τH
0
E
[∇θµ0(t,X; θ0)∇θµ0(t,X; θ0)′ − µ0(t,X; θ0)∇2θµ0(t,X; θ0)]dw(t)
∣∣∣∣
❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✈❡rs 0✳
❊♥✜♥✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡
∫ τH
0
E
[
µ0(t,X; θ0)∇2θµ0(t,X; θ0)− Z(t)∇2θµ0(t,X; θ0)
]
dw(t)
=
∫ τH
0
∇2θµ0(t,X; θ0)E
[
E
[
µ0(t,X; θ0)− Z(t)|X
]]
dw(t)
= 0,
❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✾✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♠♦♥tré q✉❡✱
sup
w
∥∥∥∇2θM−1n,w(θ˜, µ0)−∇2θM−1w (θ0, µ0)∥∥∥ = oP(1).
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
∇θMn,w(θ0, µ0) = −2
(
Sˆn(∇θµ0(·, ·; θ0), w)− 1
n
n∑
i=1
∫ τH
0
µ0(t,X; θ0)∇θµ0(t,X; θ0)dw(t)
)
+
2
n
n∑
i=1
∫ τH
T(n)
µ0(t,X; θ0)∇θµ0(t,X; θ0)dw(t).
✶✸✸
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❖♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s L1 ❞✉ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡✳ ❖♥ ❛
√
nE
[
1T(n)≤t<τHµ0(t,X; θ0)∇θµ0(t,X; θ0)
] ≤ √n‖µ0∇θµ0‖∞P(T(n) ≤ t < τH)
≤ √n‖µ0∇θµ0‖∞ exp
(
n log
(
H(t)
))
1t<τH
❡t ❧❡ t❡r♠❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 0✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ♦♥ ❛
sup
w
∣∣∣∣∣2
√
n
n
n∑
i=1
∫ τH
T(n)
µ0(t,X; θ0)∇θµ0(t,X; θ0)dw(t)
∣∣∣∣∣ = oP(1),
♣✉✐sq✉❡ ∫ τH
0
E [µ0(t,X; θ0)∇θµ0(t,X; θ0)] dw(t) <∞.
❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❢♦✐s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦✲
t✐q✉❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶ ♣♦✉r Sˆn(∇θµ0(·, ·; θ0), w)✳
✹✳✸✳✸ ◆♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ θˆ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✹✳✸✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❙♦✐t θˆ(w)✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✹✳✽✮✳ ❙♦✉s
❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✹✳✶✱ ✹✳✷ ❡t ✹✳✻ à ✹✳✾✱ ♦♥ ❛ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ θˆ(w)✱
θˆ(w)− θ0 = V −1w,sp
{
1
n
n∑
i=1
(∫ τH
0
(
Zi(t)− µθ0(t, θ′0Xi)
)∇θµθ0(t,Xi)dw(t)
+
∫ τH
0
∫ t
0
ηs−(Ti, δi)E
[∇θµθ0(t, θ′0X)dµθ0(s, θ′0X)]dw(t)
)}
+Rn(w),
♦ù ηt(T, δ) ❛ été ❞é✜♥✐ ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷ ❡t supw∈W |Rn(w)| = oP(n−1/2)✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱
♣♦✉r t♦✉t w ∈ W✱
√
n(θˆ(w)− θ0) L−→ N (0,Σw,sp),
♦ù Σw,sp = V
−1
w,sp∆w,spV
−1
w,sp ❡t ∆w,sp ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞❡
❧❛ s♦♠♠❡ ❡♥tr❡ ❛❝❝♦❧❛❞❡s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ θˆ s❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ (ii) ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶ ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ µˆθ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r
✶✸✹
✹✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s
❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✼✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❛
θˆ(w)− θ0 = −∇2θM−1n,w(θ˜, µˆθ˜)∇θMn,w(θ0, µˆθ0)
❡t
sup
w
‖∇2θM−1n,w(θ˜, µˆθ˜)−∇2θM−1w (θ0, µθ0)‖ = oP(1),
♣❛r ❧❡s ♠ê♠❡s ❛r❣✉♠❡♥ts q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❧❡ (ii) ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳
▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ♠❛❥❡✉r❡ ✐❝✐✱ ✈❛ êtr❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ∇θMn,w(θ0, µˆθ0).
❖♥ ❛
∇θMn,w(θ0, µˆθ0) = −2
(
Sˆn(∇θµˆθ0(·, θ′0·), w)−
1
n
n∑
i=1
∫ T(n)
0
µˆθ0(t, θ
′
0Xi)∇θµˆθ0(t,Xi)dw(t)
)
.
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ à ♣rés❡♥t ❧❡ (ii) ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶ ✿
∇θMn,w(θ0, µˆθ0)
= ∇θMn,w(θ0, µθ0)
− 2
n
n∑
i=1
∫ τH
0
µ¯θ0(t, θ
′
0Xi)
λ1+λ2
(
µθ0(t, θ
′
0Xi)− Zi(t)
)∇θµθ0(t,Xi)−∇θµˆθ0(t,Xi)
µ¯θ0(t, θ
′
0Xi)
λ1+λ2
dw(t)
+
2
n
n∑
i=1
∫ τH
0
µˆθ0(t, θ
′
0Xi)− µθ0(t, θ′0Xi)
µ¯θ0(t, θ
′
0Xi)
λ1+λ2
µ¯θ0(t, θ
′
0Xi)
λ1+λ2∇θµθ0(t,Xi)dw(t)
+
2
n
n∑
i=1
∫ τH
0
(
µˆθ0(t, θ
′
0Xi)− µθ0(t, θ′0Xi)
)(∇θµˆθ0(t,Xi)−∇θµθ0(t,Xi))
µ¯θ0(t, θ
′
0Xi)
2(λ1+λ2)µ¯θ0(t, θ
′
0Xi)
−2(λ1+λ2)
dw(t)
+R4n(w)
=: ∇θMn,w(θ0, µθ0) +R1n(w) +R2n(w) +R3n(w) +R4n(w),
♦ù R4n(w) ✈✐❡♥t ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶ ❡t ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ T(n) à τH ❞❛♥s ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✳ ❉♦♥❝✱
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❛r❣✉♠❡♥ts q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✱
sup
w
‖R4n(w)‖ = oP(n−1/2).
▲❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ µˆθ0 − µθ0 ❡t ∇θµˆθ0 −∇θµθ0 ❞❡ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✼ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✽ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
sup
w
‖R3n(w)‖ = oP(n−1/2).
✶✸✺
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ➱t✉❞❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✾ ❡t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✼✱ ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞✬éq✉✐❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❉♦♥s❦❡r ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
R1n(w) = 2
∫∫ τH
0
(
µθ0(t, θ
′
0x)− z(t)
)(∇θµθ0(t, x)−∇θµˆθ0(t, x))dPX,Z(x, z)dw(t)
+R∗1n(w)
= 2
∫ τH
0
∫ (∇θµθ0(t, x)−∇θµˆθ0(t, x))dPX(x)
×
(∫ (
µθ0(t, θ
′
0x)− z(t)
)
dPZ|X(z|x)
)
dw(t) +R∗1n(w),
♦ù supw ‖R∗1n(w)‖ = oP(n−1/2)✳ ❖r∫ (
µθ0(t, θ
′
0x)− z(t)
)
dPZ|X(z|x) = E [µθ0(t, θ′0x)− z(t)|Z = z] = 0,
❞✬❛♣rès ✭✹✳✺✮✱ ❞♦♥❝
sup
w
‖R1n(w)‖ = oP(n−1/2).
R2n(w) s❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✳ ▲✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✾ ❡t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡
❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✼ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬éq✉✐❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❉♦♥s❦❡r
❡t ❞✬❛✈♦✐r ❛✐♥s✐
R2n(w) = 2
∫∫ τH
0
(
µˆθ0(t, θ
′
0x)− µθ0(t, θ′0x)
)∇θµθ0(t, x)dPX(x)dw(t)
+R∗2n(w)
= 2
∫∫ τH
0
(
µˆθ0(t, u)− µθ0(t, u)
)(∫ ∇θµθ0(t, x)dPX|θ′0X(x|u)
)
dPθ′0X(u)dw(t)
+R∗2n(w),
♦ù supw ‖R∗2n(w)‖ = oP(n−1/2)✳ ❖r∫
∇θµθ0(t, x)dPX|θ′0X(x|u) = E [∇θµθ0(t,X)|θ′0X = u] = 0,
❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✾✱ ❞♦♥❝
sup
w
‖R2n(w)‖ = oP(n−1/2).
✶✸✻
✹✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s
✹✳✸✳✹ ❈❤♦✐① ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡
▲❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✉♥✐❢♦r♠❡s ❡♥ w ∈ W ❞❛♥s ❧❡s ❚❤é♦rè♠❡s ✹✳✷ ❡t ✹✳✸ ✈♦♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡
❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ♠❡s✉r❡ w ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦s
rés✉❧t❛ts ♥♦✉s ❛✉t♦r✐s❡♥t à ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ W q✉✐ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ θ0✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❜❛sé s✉r ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ θˆ(w)✳ ❖♥ ♥♦t❡ Σw
♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t Σw,p ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♦✉ Σw,sp ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❡♠✐✲
♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐Wn✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛❧♦rs Σw ♣♦✉r t♦✉t w ∈ Wn✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥s✉✐t❡
❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡
E2(w) = E [‖θˆ(w)−θ0‖2]✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❛❧♦rs wˆ ❝♦♠♠❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡Wn q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✿
wˆ = argmin
w∈Wn
Eˆ(w),
♦ù Eˆ2(w) ❡st ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡ E2(w)✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
θˆ = θˆ(wˆ).
▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✉ r❡st❡ ❞❛♥s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡s ❚❤é♦rè♠❡s ✹✳✷
❡t ✹✳✸ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ✿
√
n
(
θˆ(wˆ)− θ0
) L−→ N (0,Σw0),
♦ù Σwˆ → Σw0 ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ Σw0 ∈ Wn✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ Wn✱ ✈✐❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r s✉r t♦✉t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Wn✱ q✉✐
♣❡✉t êtr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❧✐♠✐t❡ Σw0 ❡①✐st❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦♠❡♥t
♦ù ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ Wn.
✹✳✸✳✺ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❡st✐♠❛✲
t❡✉r Eˆ2(w) ❞❡ E2(w)✳ ❖♥ ♣❡✉t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s
♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ ❖♥ r❡♣rés❡♥t❡ ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ µθ ♣❛r µˆθ✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ Wn,w ❧❡ t❡r♠❡ ❡♥tr❡
✶✸✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ➱t✉❞❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
❝r♦❝❤❡ts ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐✳✐✳❞✳ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬♦♥ ❛
θˆ(w)− θ0 = V −1w,spWn,w +Rn(w),
♦ù supw∈W |Rn(w)| = oP (n−1/2)✳ ❖♥ ❧✬❡st✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Wˆn,w =
1
n
n∑
i=1
ψˆ(δi, Xi, Ti, Zˆi;w),
♦ù
ψˆ(δ,X, T, Zˆ;w) =
∫ τH
0
(
Zˆ(t)− µˆθˆ(t, θˆ′X)
)∇θµˆθˆ(t,X)dw(t)
+
∫ τH
0
∫ t
0
ηˆs−(T, δ)n
−1
n∑
i=1
(∇θµˆθˆ(t, θˆ′Xi)dµˆθˆ(s, θˆ′Xi))dw(t)
❡t
ηˆt(T, δ) =
(1− δ)1T≤t
1− Hˆ(T−) −
∫ t
0
1T≥sdGˆ(s)(
1− Hˆ(s−))(1− Gˆ(s−)) .
❖♥ ❡st✐♠❡ é❣❛❧❡♠❡♥t Vw,sp ♣❛r
Vˆw,sp =
1
n
n∑
i=1
∫ τH
0
∇θµˆθˆ(t,Xi)∇θµˆθˆ(t,Xi)′dw(t).
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❡✉t s✬❡st✐♠❡r ♣❛r Vˆ −1w,sp∆ˆw,spVˆ
−1
w,sp ♦ù
∆ˆw,sp =
1
n
n∑
i=1
(
ψˆ(δ,X, T, Zˆ;w)− 1
n
n∑
i=1
ψˆ(δ,X, T, Zˆ;w)
)⊗2
,
⊗2 r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛✈❡❝ s❛ tr❛♥s♣♦sé❡✳ P♦✉r ❧❡ r✐sq✉❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ♦♥
♣r❡♥❞
Eˆ2(w) = Wˆ ′n,wVˆ
−1
w,spVˆ
−1
w,spWˆn,w.
✹✳✸✳✻ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡
❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✭✹✳✸✮✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ θ0 r❡♣rés❡♥t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r θˆ à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ µ✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ♣❛s ♦❜❧✐❣és ❞❡
♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ θˆ✳
✶✸✽
✹✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s
▲❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♥♦✉s ❛✣r♠❡ q✉❡✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❧✬❡s✲
t✐♠❛t❡✉r s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✜♥❛❧ ❞❡ µ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
♣✉r❡♠❡♥t ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ µ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù θ0 ❡st ❝♦♥♥✉✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❙♦✐t Θ∗ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ θ0, ❡t s♦✐t T ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s✉r ❧❡q✉❡❧
supθ∈Θ∗,t∈T ,x∈X ‖∇θµθ(t, x)‖ <∞. ❙♦✐t µˆθ, θ ∈ Θ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s
❞❡ µθ t❡❧s q✉❡
sup
θ∈Θ∗,t∈T ,x∈X
‖∇θµˆθ(t, x)−∇θµθ(t, x)‖ = oP(1). ✭✹✳✶✺✮
❆❧♦rs✱
sup
t∈T ,x∈X
|µˆθˆ(t, θˆ′x)− µˆθ0(t, θ′0x)| = OP(n−1/2).
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ µˆ ❡♥ θ0 ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿
µˆθˆ(t, θˆ
′x) = µˆθ0(t, θ
′
0x) + (θˆ − θ0)′∇θµˆθ˜(t, x),
♣♦✉r θ˜ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ θ0 ❡t θˆ✳ ▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ θˆ− θ0 = OP(n−1/2) t❛♥❞✐s q✉❡
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✶✺✮ ❡t ♥♦tr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ∇θµθ(t, x) ♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞és✐ré✳
▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✵✮ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥ ❝❤♦✐①
❛❞éq✉❛t ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ h ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts✳ ❯♥❡ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ✜♥❛❧ ❞❡ θ0 s❡r❛✐t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡
❞❡ ❢❡♥êtr❡s h ❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r θˆ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢❡♥êtr❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡
t②♣❡ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ♦♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ hˆ ❡t ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ✜♥❛❧ ❞❡✈✐❡♥t µˆθˆ,hˆ(t, θˆ
′x)✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ q✉✐ ❝❤♦✐s✐t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛
❢❡♥êtr❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ hˆ ❡t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θˆ✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡s
♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❍är❞❧❡ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮ ❡t ❉❡❧❡❝r♦✐① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❙♦✐t
(θˆ, hˆ) = argmin
θ∈Θ,h∈H
Mn,w(θ, µˆθ,h).
▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷✮ ✈ér✐✜❡♥t ❜✐❡♥ ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s
✹✳✼ ❡t ✹✳✾ ❡t ❞♦♥❝ ♥♦✉s ❛ss✉r❡♥t q✉❡ θˆ ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡
✶✸✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ➱t✉❞❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
hˆ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
θ0 ❡st ❝♦♥♥✉✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛rté✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ♥♦tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢❡♥êtr❡s s♦♥t
✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳ ❙♦✐t H = [cn−a, Cn−a]✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢❡♥êtr❡s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡
✹✳✶✵ ❡t s♦✐t
h0 = argmin
h∈H
Mn,w(θ0, µˆθ0,h).
❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸ ❡t s♦✉s rés❡r✈❡ q✉❡
sup
h,t,x
|µˆθ,h(t, θ′x)− µθ,h(t, θ′x)| = oP(1),
♦♥ ❛
hˆ/h0 → 1,
♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t φ(h/h0) = Mn,w(θ0, µˆθ0,h). P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ h0✱ argmins∈[c,C] φ(s) = 1✳
❙♦✐t φn(h/h0) = argminθ∈ΘMn,w(θ, µˆθ,h). P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ hˆ✱ hˆ/h0 = argmins∈[c,C] φn(s)✳
❖♥ ❛
φn(s) = φ(s)− 2
n
n∑
i=1
∫ τH
0
Zˆi(t)
(
µˆθ,sh0(t, θ
′Xi)− µˆθ,h0(t, θ′Xi)
)
dw(t)
+
1
n
n∑
i=1
∫ τH
0
(
µˆθ,sh0(t, θ
′Xi)
2 − µˆθ,h0(t, θ′Xi)2
)
dw(t) +Mn,w(θ, µˆθ,h0).
❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ h ❞❡ µˆ✱ ❧❡s ❞❡✉①✐è♠❡ ❡t tr♦✐s✐è♠❡
t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs 0 ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡
♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ s✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱
sup
s
|φn(s)− φ(s)| = oP(1),
❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ hˆ/h0 → 1 ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✳
✶✹✵
✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡s ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡N∗✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ♣♦rt❛♥t s✉r N∗ ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞✱
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡①✳ ▲✬✐♥térêt ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞è❧❡
✈✐❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ♦✉ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❋❚ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦tr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧✐és à ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
❞❡ ❑❛♣❧❛♥ ▼❡✐❡r✱ ♣❛r❢♦✐s tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❞❛♣✲
t❛t✐✈❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ w ❜❛sé
s✉r ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞❡①✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❞❛♣t❡r ♥♦s rés✉❧t❛ts à ❞✬❛✉tr❡s ❝r✐✲
tèr❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ✈♦✐r ❝❡ q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ q✉✐ ♣r❡♥♥❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ µ✳
✹✳✺ ❘és✉❧t❛ts t❡❝❤♥✐q✉❡s
✹✳✺✳✶ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶
❙♦✐t
S
T(n)
n (g, w) =
1
n
n∑
i=1
∫ T(n)
0
Zi(t)g(Xi, t)dw(t).
❖♥ ❛ ✿
Sˆn(g, w) = S
T(n)
n (g, w) +
1
n
n∑
i=1
∫ T(n)
0
g(Xi, t)
∫ t
0
(
Gˆ(s−)−G(s−))dNi(s)(
1−G(s−))(1− Gˆ(s−))dw(t)
= S
T(n)
n (g, w) +Rn(g, w).
❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❛r❣✉♠❡♥ts q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✱ ♦♥ ❛
sup
w∈W,f∈F
|ST(n)n (g, w)− Sn(g, w)| = oP(n−1/2).
✶✹✶
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ➱t✉❞❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
❙♦✐❡♥t τ < τH ❡t wτ (t) = w(t)1t≤τ ✳ ❙✉r [0, τ ] ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
✐✳✐✳❞✳ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r Gˆ é♥♦♥❝é❡ ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✾✱
Gˆ(t)−G(t)
1−G(t) =
1
n
n∑
j=1
ηt(Tj , δj) + R˜1n(t),
♦ù supt≤τ |R˜n(t)| = Op.s.(n−1 log n) ❡t
ηt(T, δ) =
(1− δ)1T≤t
1−H(T−) −
∫ t
0
1T≥sdG(s)(
1−H(s−))(1−G(s−)) .
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ✭✐✐✮ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
sup
t≤τ
|Gˆ(t)−G(t)| = OP(n−1/2)
❡t
sup
t≤τ
1−G(t)
1− Gˆ(t) = OP(1).
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝✱
Rn(g, wτ ) =
1
n2
∑
i,j
∫ T(n)
0
g(Xi, t)
∫ t
0
ηs−(Tj , δj)dNi(s)
1−G(s−) dwτ (t) +R2n(g, wτ ).
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ F ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é✱ q✉❡ ∫ dwτ ≤ 1 ❡t q✉❡
E [N(τ)] ≤ ∞ ♣♦✉r t♦✉t τ ✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
sup
g,w
|R2n(g, wτ )| = OP(n−1).
▲❡ t❡r♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ Rn(g, wτ ) ♣❡✉t s❡ ré❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
1
n
n∑
j=1
∫ T(n)
0
∫ t
0
ηs−(Tj , δj)E
[
g(X, t)dµ(s|X)]dwτ (t)+
∫  1
n2
∑
i,j
ψg,t(Xi, Ni, Tj , δj)

 dwτ (t),
♦ù
ψg,t(Xi, Ni, Tj , δj) =
∫ t
0
ηs−(Tj , δj)
(
g(Xi, s)dNi(s)
1−G(s−) − E
[
g(X, s)dµ(s|X)]) .
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ T(n) ♣❛r τ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s✱ ❛✈❡❝
✶✹✷
✹✳✺ ❘és✉❧t❛ts t❡❝❤♥✐q✉❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐té t❡♥❞❛♥t ✈❡rs 1✳ ❙♦✐❡♥t (g, g′) ∈ G2 ❡t (t, t′) ∈ [0, τ ]2✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs✱
|ψg,t(Zi, Ni, Tj , δj)− ψg′,t′(Zi, Ni, Tj , δj)| ≤ |ψg,t(Zi, Ni, Tj , δj)− ψg,t′(Zi, Ni, Tj , δj)|
+ |ψg,t′(Zi, Ni, Tj , δj)− ψg′,t′(Zi, Ni, Tj , δj)|
≤ Cτ‖g − g′‖∞Ni(τ)
+ C ′τ |t− t′|α sup
t,t′≤τ
|Ni(t)−Ni(t′)|
|t− t′|α ,
♦ù Cτ , C ′τ <∞ ❡t α > 0✳ ❙♦✐t Hτ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψg,t ♣♦✉r g ∈ G ❡t t ∈ [0, τ ]✳
❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✹ ♥♦✉s ❛ss✉r❡♥t ❛❧♦rs q✉❡ Hτ ❡st ✉♥❡ ❱❈✲❝❧❛ss❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡s✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ●❧✐✈❡♥❦♦✲❈❛♥t❡❧❧✐ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
sup
g,t≤τ
∣∣∣∣∣ 1n2
n∑
i=1
ψg,t(Xi, Ni, Ti, δi)
∣∣∣∣∣ = OP(n−1).
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❇✳✶ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
sup
g,t≤τ
∣∣∣∣∣∣
1
n2
∑
i6=j
ψg,t(Xi, Ni, Tj , δj)
∣∣∣∣∣∣ = OP(n−1),
♣✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ U−♣r♦❝❡ss✉s ❞é❣é♥éré ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ✐♥❞❡①é
♣❛r Hτ ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♦❜t❡♥✉ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐✳✐✳❞✳ ♣♦✉r Sˆn(g, wτ )✱ τ < τH ✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r Sˆn(gˆ, wτ )✱ ♦♥ é❝r✐t
Sˆn(gˆ, wτ ) = S
T(n)
n (gˆ, wτ ) +Rn(gˆ − f, wτ ) +Rn(g, wτ ).
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
sup
g∈G
‖g − gˆ‖∞ = oP(1),
❡t
sup
t≤τ
|Gˆ(t)−G(t)| = OP(n−1/2),
♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ supg,w |Rn(g − gˆ, wτ )| = oP(n−1/2) ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r
Sˆn(gˆ, wτ )✳
❖♥ ✈❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❢❛✐r❡ t❡♥❞r❡ τ ✈❡rs τH ✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✈❛ ❞❡✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts
❞❡ t❡♥s✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✶✳✶✶✳ ❙♦✐❡♥t
Pˆ τn (g, w) = Sˆn(g, w)− S
T(n)
n (g, w),
✶✹✸
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❡t P τn (f, w) = Sˆn(f, wτ ) − S
T(n)
n (f, wτ ). P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s G ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t
❜♦r♥é❡✱ ♦♥ ❛
|Pˆ τn (g, w)− P τn (g, w)| ≤
M
n
n∑
i=1
∫ T(n)
τ
∫ t
0
|Gˆ(s−)−G(s−)|
[1−G(s−)][1− Gˆ(s−)]dNi(s)dw(t)
≤ M
′
n
n∑
i=1
∫ T(n)
0
W0(s ∨ τ)|Gˆ(s−)−G(s−)|dNi(s)
[1−G(s−)][1− Gˆ(s−)] ,
♦ù ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ✈✐❡♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋✉❜✐♥✐ ❡t ❞❡ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳ ▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✱
♥♦tr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r W1 ❞❡ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ supt≤T(n)(1−G(t−))(1−
Gˆ(t−))−1 = OP(1) ♦♥ ❛✱
|Pˆ τn (f, w)− P τn (f, w)| ≤
An
n
n∑
i=1
∫ T(n)
0
W2(s ∨ τ)dNi(s)
1−G(s−) ,
♦ù An = OP(n−1/2)✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✶✳✶✶✳
✹✳✺✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r à ♥♦②❛✉ µˆθ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✹✳✶✵✮ ✈ér✐✜❡
❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✼✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ q✉❛♥t✐té
µ˜θ,h(t, u) =
n∑
i=1
∫ t
0
K
(
u−θ′Xi
h
)
dNi(s)∑n
j=1K
(
u−θ′Xj
h
) (
1−G(s−)) ,
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♦ù ❧✬♦♥ ❛ r❡♠♣❧❛❝é Gˆ ♣❛r ❧❛ ✈r❛✐❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
G✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡
µ˜θ,h ❡t µθ,h ❡t ❧❡✉rs ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ ✉♥ ❡t ❞❡✉①✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲
▼❡✐❡r ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❝❡s q✉❛♥t✐tés✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s
✉♥✐❢♦r♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉✱ s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ P✉✐s ♥♦✉s
ét✉❞✐❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ µˆθ,h ❡t µ˜θ,h ❡t ❧❡✉rs ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ ✉♥ ❡t ❞❡✉①✳
✶✹✹
✹✳✺ ❘és✉❧t❛ts t❡❝❤♥✐q✉❡s
❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✶✵✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
✭✐✮ K ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ 2 ❢♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❡t ❞✬♦r❞r❡ 2 ❞♦♥t s❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ 0✱ 1
❡t 2 s♦♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❜♦r♥é❡s✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✱ ❞✐s♦♥s [−1/2, 1/2] ❡t∫
R
K(s)ds = 1✱
✭✐✐✮ κ := ‖K‖∞ = supx∈R |K(x)| <∞✱
✭✐✐✐✮ K := {K((x − ·)/h) : h > 0, x ∈ Rd} ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❡s✉r❛❜❧❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✲
♠❡♥t✱
✭✐✈✮ h ∈ Hn ⊂ [an−α, bn−α] ❛✈❡❝ a, b ∈ R, 1/8 < α < 1/5✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr✐♠♠✐♥❣ J ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ ❡♥
❣❛r❞❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❆✐♥s✐ ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ s❡r❛ ❞é✜♥✐ ♣❛r
θn(w) = argmin
θ∈Θ
Mn,w(θ, µˆθ)JB(x)
❡t ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ✜♥❛❧ ♣❛r
θˆ(w) = argmin
θ∈Θn
Mn,w(θ, µˆθ)Jˆ0(x, c),
♦ù Θn ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ θ0 ❜❛sé s✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ θn✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❞é❥à ❞✐t✱ Jˆ0 ❡st ❡♥ ❢❛✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t à J0 ✭✈♦✐r ❉❡❧❡❝r♦✐① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✮ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s
♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ♣❛rt♦✉t Jˆ0 ♣❛r J0✳
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ µ˜θ,h ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s
♣❛rt✐❡❧❧❡s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻✳ ❙♦✉s ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✶✵✱
sup
t≤T(n),θ,x,h
√
nh
log n
∣∣∣∣ µ˜θ(t, θ′x)− µθ(t, θ′x)µ¯θ0(t, θ′0x)λ1+λ2
∣∣∣∣ = OP(1), ✭✹✳✶✻✮
sup
t≤T(n),θ,x,h
√
nh3
log n
∥∥∥∥∇θµ˜θ(t, x)−∇θµθ(t, x)µ¯θ0(t, θ′0x)λ1+λ2
∥∥∥∥ = OP (1) , ✭✹✳✶✼✮
sup
t≤T(n),θ,x,h
√
nh5
log n
∥∥∥∥∇2θµ˜θ(t, z)−∇2θµθ(t, x)µ¯θ0(t, θ′0x)λ1+λ2
∥∥∥∥ = OP (1) , ✭✹✳✶✽✮
♦ù ❧❡s s✉♣r❡♠❛ s✉r x s♦♥t ♣r✐s ♣♦✉r x ∈ X t❡❧s q✉❡ Jθ(x, c) > 0✱ ♣♦✉r ✉♥ c > 0✳
✶✹✺
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ➱t✉❞❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ✭✹✳✶✻✮✲✭✹✳✶✽✮ s♦♥t t♦✉t❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ♥✬ét✉❞✐❡r♦♥s q✉❡ ❧❡
t❡r♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✶✽✮ ✿
Aˆhθ (t, z) :=
1
nh3
n∑
i=1
(x−Xi)2
µ¯θ0(t, θ
′
0x)
λ1+λ2
K ′′
(
θ′x− θ′Xi
h
)∫ t
0
dNi(s)
1−G(s−) .
▲❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✽✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ♣♦✉r ✉♥
♥♦②❛✉ ✈ér✐✜❛♥t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✶✵✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r C > 0✱ 0 < ε < 1 ❡t ν > 0✱ N(ε,K) ≤ Cε−ν ✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
{
(X,N) 7−→ Aˆn,hθ (t, x)
}
✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✶ ❞❡ ❊✐♥♠❛❤❧ ❡t ▼❛s♦♥ ✭✷✵✵✺✮✳ ❙♦✐❡♥t
A˜hθ (t, x) :=
1
h3
E
[
(x−X)2
µ¯θ0(t, θ
′
0x)
λ1+λ2
K ′′
(
θ′x− θ′X
h
)∫ t
0
dN(s)
1−G(s−)
]
,
Ahθ (t, x) :=
∂2
∂u2
{
E
[
(x−X)2
µ¯θ0(t, θ
′
0x)
λ1+λ2
∫ t
0
dN(s)
1−G(s−)
∣∣∣∣θ′X = u
]
fθ′X(u)
}∣∣∣∣∣
u=θ′x
❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❚❛❧❛❣r❛♥❞ ✷✳✹✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬♦♥ ❛ ✿
sup
t≤T(n),θ,x,h
√
nh5
log n
|Aˆhθ (t, x)− A˜hθ (t, x)| = OP (1) .
◗✉❛♥t ❛✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❜✐❛✐s✱ ✐❧ s❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✻ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳
P✉✐sq✉❡ ♥♦tr❡ ♥♦②❛✉ ❡st ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉①✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿
sup
t≤T(n),θ,x,h
h−2
∥∥∥∥∥E
[∇2θµ˜θ(t, x)]−∇2θµθ(t, x)
µ¯θ0(t, θ
′
0x)
λ1+λ2
∥∥∥∥∥ = OP (1) ,
❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r ✹✳✶✽✳
■❧ ♥♦✉s r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ét✉❞✐❡r ❧❡ t❡r♠❡ µˆθ,h − µ˜θ,h ❡t s❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡
✉♥ ❡t ❞❡✉①✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡
❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ µˆθ,h ❡t ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ µ˜θ,h✱ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ✈r❛✐❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ G✳ ❈❡
rés✉❧t❛t ❛ été ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✶✳✺✳
❈♦♠♠❡ ♥♦s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r Gˆ✱ ✐❧s ✈♦♥t s♦✉✛r✐r ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞ûs à ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✱
❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✹ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞❡ r❡♠é❞✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♠❡♥t
❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ CG✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ❛❞❛♣té❡
❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts✳
✶✹✻
✹✳✺ ❘és✉❧t❛ts t❡❝❤♥✐q✉❡s
❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✶✶✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ η > 0✱
sup
t,x
CG(t)
7/20+η
µ˜(t, θ′0x)
λ1
<∞
❡t
sup
t,x
∫ t
0
(
1−G(s−))E [N∗(s)dN∗(s)](
1−G(t−))2µ˜(t, θ′0x)2λ2 <∞.
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✼✳ ❙♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✹✳✶✵ ❡t ✹✳✶✶✱ ♦♥ ❛
sup
t≤T(n),θ,x,h
∣∣∣∣ µˆθ(t, θ′x)− µ˜θ(t, θ′x)µ¯θ0(t, θ′0x)λ1+λ2
∣∣∣∣ = OP (n−7/20) , ✭✹✳✶✾✮
sup
t≤T(n),θ,x,h
h
∥∥∥∥∇θµˆθ(t, x)−∇θµ˜θ(t, x)µ¯θ0(t, θ′0x)λ1+λ2
∥∥∥∥ = OP (n−7/20) , ✭✹✳✷✵✮
sup
t≤T(n),θ,x,h
h2
∥∥∥∥∇2θµˆθ(t, x)−∇2θµ˜θ(t, x)µ¯θ0(t, θ′0x)λ1+λ2
∥∥∥∥ = OP (n−7/20) , ✭✹✳✷✶✮
♦ù ❧❡s s✉♣r❡♠❛ s♦♥t ♣r✐s ♣♦✉r ❞❡s x t❡❧s q✉❡ Jθ(θ
′x, c) > 0✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥❡ ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ✭✹✳✷✶✮ ♣✉✐sq✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s
t❡r♠❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ tr❛✐t❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ t❡r♠❡✱ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ❞ér✐✈é❡
s❡❝♦♥❞❡ ❞❡ K ✿
1
nh3
n∑
i=1
(x−Xi)2K ′′
(
θ′x− θ′Xi
h
)(
µ¯θ0(t, θ
′
0x)
λ1+λ2fθ′X(θ
′x)
)−1 ∫ t
0
(
Wˆ (s)− W˜ (s))dNi(s),
♦ù ❧✬♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ Wˆ (s) = (1− Gˆ(s−))−1 ❡t W˜ (s) = (1−G(s−))−1✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡
✶✳✺✱ ❝❡ t❡r♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❜♦r♥é ♣❛r
Rα3n(t, θ, x, h)
∣∣∣∣∣ 1nh
n∑
i=1
K ′′
(
θ′x− θ′Xi
h
)
µ¯θ0(t, θ
′
0x)
−(λ1+λ2)
∫ t
0
W˜ (s)CG(s)
α(1/2+ε)dNi(s)
∣∣∣∣∣ ,
✭✹✳✷✷✮
♦ù
sup
t,θ,x,h
h2Rα3n(t, θ, x, h) = OP(n
−α/2).
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ✐♥❞❡①é❡s ♣❛r t, θ, x ❡t h✱
{
(X,N) 7−→ K ′′
(
θ′x− θ′X
h
)
µ¯θ0(t, θ
′
0x)
−(λ1+λ2)
∫ t
0
W˜ (s)CG(s)
α(1/2+ε)dN(s)
}
.
✶✹✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ➱t✉❞❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❙■▼
❈❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❱❈✲❝❧❛ss❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ é❣❛❧❡ à
sup
t,x
W˜ (t)C
α(1/2+ε)
G (t)N(t)
µ¯θ0(t, θ
′
0x)
λ1+λ2
.
P♦✉r α = 7/10✱ ❝❡tt❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❡st ❞❡ ❝❛rré ✐♥té❣r❛❜❧❡ ❞✬❛♣rès ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✶✶ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛
E

( W˜ (t)N(t)
µ¯θ0(t, θ
′
0x)
λ2
)2 = W˜ (t)2
µ¯θ0(t, θ
′
0x)
2λ2
E
[
N(t)2
]
❡t
E
[
d
(
N(t)2
)]
= E
[
d
(
N∗(t)2
)
1t≤C
]
.
❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❞❡s ❞❡✉① ❝ôtés ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ❞✬❛♣rès ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✷✱
E
[
N(t)2
]
= 2
∫ t
0
E
[
N∗(s)E
[
1s≤C |N∗(s)
]
dN∗(s)
]
= 2
∫ t
0
(
1−G(s−))E [N∗(s)dN∗(s)] .
P♦✉r t❡r♠✐♥❡r✱ ♦♥ ❛ ✿
sup
t,θ,x,h
∣∣∣∣1hE
[
K ′′
(
θ′x− θ′X
h
)
µ¯θ0(t, θ
′
0x)
−(λ1+λ2)
∫ t
0
W˜ (s)CG(s)
α(1/2+ε)dN(s)
]∣∣∣∣ = O(1)
❡t ❞♦♥❝✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❙❤❡r♠❛♥ ✭✶✾✾✹✮ ✭✈♦✐r ❚❤é♦rè♠❡ ❇✳✶✮ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡
sup
t,θ,x,h
∣∣∣∣∣ 1nh
n∑
i=1
K ′′
(
θ′x− θ′Xi
h
)
µ¯θ0(t, θ
′
0x)
−(λ1+λ2)
∫ t
0
W˜ (s)CG(s)
α(1/2+ε)dNi(s)
∣∣∣∣∣
❡st ✉♥ OP(1)✳
❆❧♦rs✱ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✹✳✻ ❡t ✹✳✼ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✽✳ ❙♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✹✳✶✵ ❡t ✹✳✶✶✱
sup
t≤T(n),θ,x,h
|µˆθ(t, θ′x)− µθ(t, θ′x)| · ‖∇θµˆθ(t, x)−∇θµθ(t, x)‖ = oP(n−1/2),
♦ù ❧❡s s✉♣r❡♠❛ s♦♥t ♣r✐s ♣♦✉r ❞❡s x t❡❧s q✉❡ Jθ(θ
′x, c) > 0✳
✶✹✽
✹✳✺ ❘és✉❧t❛ts t❡❝❤♥✐q✉❡s
✹✳✺✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ µθ0
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ µθ0 ✱ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❝❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥✉❧❧❡✱ ❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à θ′0X✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✾✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ θ 7→ µθ(t|θ′x) ❡st ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡✱ ♦♥ ❛
∇θµθ0(t|X) = µ′θ0(t|θ′0X)
(
X − E [X|θ′0X]
)
,
♦ù µ′θ0(t|u) = ∂∂uµθ0(t|u)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
E
[∇θµθ0(t|X)|θ′0X] = 0. ✭✹✳✷✸✮
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡
E
[
µθ0(t|θ′0X)|θ′X
]
= E
[
E
[
N∗(t)|X]|θ′X] = E [N∗(t)|θ′X] = µθ(t|θ′X), ✭✹✳✷✹✮
❞✬❛♣rès ✭✹✳✸✮✳ P♦s♦♥s ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r θ ∈ Θ✱
α(X, θ) = θ′0X − θ′X.
❉✬❛♣rès ✭✹✳✷✹✮✱ ♦♥ ❛
µθ(t|θ′X) = E
[
µθ0(t|α(X, θ) + θ′X)|θ′X
]
.
❙♦✐t
Γ(θ1, θ2) = E
[
µθ0(t|α(X, θ1) + θ′2X)|θ′2X
]
.
❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ Γ(θ, θ) = µθ(t|θ′X) ❡t ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ✿
∇θ1Γ(θ1, θ0)|θ1=θ0 = −µ′θ0(t|θ′0X)E
[
X|θ′0X
]
,
∇θ2Γ(θ0, θ2)|θ2=θ0 = Xµ′θ0(t|θ′0X).
✶✹✾
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✶✺✵
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s
♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s ♣✉✐s
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✲
✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té à ❝❡s ❝♦♥t❡①t❡s ♣✉✐sq✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ✐❧ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞❡ ♣❛❧❧✐❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✐❧ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦①
❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝❛s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝❤❡r❝❤é✱ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛❞r❡ ❞✬ét✉❞❡✱ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞✐r❡❝t✐♦♥
ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❈♦①✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ▲❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r r❡♠é❞✐❡r
❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥t été ♣rés❡♥té❡s ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ✿ ♦♥ ♣❡✉t
s♦✐t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥✱ s♦✐t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ♠♦♠❡♥t✳
❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡
✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr♦♥❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥♦✉s ❛ ❛❧♦rs s❡♠❜❧é ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡ ✐❝✐ ♣✉✐sq✉✬❡♥ tr♦♥q✉❛♥t ♥♦s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s
❝♦♥s❡r✈♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ✐♥❞❡① ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❡♥❝❤és s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
ré❣r❡ss✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞û ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❞ûs à ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✲
✶✺✶
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
♠❡♥t ✭s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ 1✮ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✳
❉❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥t❡①t❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♠♣❧é♠❡♥té ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❛❞❛♣t❛t✐❢
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ tr♦♥❝❛✲
t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ♥♦s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♦♥t ❛❧♦rs ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
ét❛✐t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s❡♥s✐❜❧❡ à ❝❡ ❝❤♦✐① ❞❡ τ ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉✬✉♥ ❝❤♦✐① ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡ ❧❛
❜♦r♥❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦t❛❜❧❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r✳ P♦✉r
❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥✲
♥é❡s✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ♣♦✐❞s✱ ♣❛r❢♦✐s tr♦♣ ❣r❛♥❞s✱ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡
❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✳ ▼ê♠❡ s✐ ♥♦tr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉t❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡st✐♠❛✲
t❡✉rs ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡
❧✐ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r à ♥♦②❛✉✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ à ♥♦tr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡
❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞û ❛❧♦rs ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡
❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s✳
❉❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❞✬✐♥✲
tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ τ ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❜❛sé s✉r ❧✬❡rr❡✉r
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞❡①✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡♥s❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♠✐✲
♥✐♠✐s❛♥t ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱
♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré q✉❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉① ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦s rés✉❧t❛ts ♣❡✉✈❡♥t ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t s✬❛❞❛♣t❡r à ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs✳
■❧ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❡ss❛②❡r ❞✬ét❡♥❞r❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs
♣❛r ♣♦❧②♥ô♠❡s ❧♦❝❛✉① ♦✉ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts✱ ✐❧ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ à ét✉❞✐❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦s
✶✺✷
❡st✐♠❛t❡✉rs ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ■❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦✉s ♣r♦❥❡t♦♥s ❞✬ét✉❞✐❡r ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡✉rs ✐♠♣❛❝ts s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❧✉s
t❤é♦r✐q✉❡✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦ù ❧✬✐♥❞❡① ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t❡♠♣s✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛✐t ❞♦♥❝ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
E [N∗(t)|X] = E [N∗(t)|θ0(t)′X].
P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ θ0(t) ❡st ❝♦♥st❛♥t ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉ ❡t ✐❧ ♥♦✉s s✉✣r❛ ❛❧♦rs
❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ✐♥st❛♥ts ❞❡ s❛✉t ❞❡ ❧✬✐♥❞❡①✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐❡r ❧❡
❝❛s ♦ù ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s X ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ t❡♠♣s✳
❉❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✳ ■❧ s❡r❛✐t ❛❧♦rs
✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ❞✐st❛♥❝❡ ✜♥✐❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❛ ♥♦✉s
♣❡r♠❡ttr❛✐t s❛♥s ❞♦✉t❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ♥♦s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❆❧♦rs
q✉✬✐❧ s❡♠❜❧❡ t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡s rés✉❧t❛ts q✉❛♥❞ ♥♦s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❝❡♥s✉ré❡s✱ ❝❡❧❛ ♣❛r❛✐t ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s à ♠♦✐♥s ❞✬✐♠♣♦s❡r ❞❡
❢♦rt❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ▼ê♠❡ s✐ ❇✐t♦✉③é ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮ ré✉ss✐ss❡♥t
à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✱ ❧❡✉r ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❛r❛✐t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t
❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ❞✬ét✉❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts s✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r
r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡
❞✐✣❝✐❧❡ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ♥♦s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✳
✶✺✸
✶✺✹
❆♥♥❡①❡s
✶✺✺

❆♥♥❡①❡ ❆
❯♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❖♥ ♥♦t❡ ✐❝✐ D = D[0, 1]✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s à ❞r♦✐t❡ ❡t ❧✐♠✐té❡s
à ❣❛✉❝❤❡✱ ❞é✜♥✐❡s s✉r [0, 1]✳ ❙♦✐t (Ω, A,P) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡t s♦✐t X ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ Ω ❞❛♥s D✱ t❡❧ q✉❡ X(w) ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ D ❛②❛♥t ♣♦✉r ✈❛❧❡✉r ❡♥ t✱ Xt(w) =
X(t, w)✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs (Xt1 , . . . , Xtk)✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞é✜♥✐ s✉r R
k q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à w ❧❡ ♣♦✐♥t
(Xt1(w), . . . , Xtk(w))✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ X,X
1, X2, . . . s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t
w(f, δ) = sup
s,t
|f(s)− f(t)|.
❙♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬❛✈♦✐r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❧♦✐ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ✜♥✐❡s (Xt1(w), . . . , Xtk(w))✱ ❧❡ ❚❤é♦✲
rè♠❡ ✶✸✳✺ ❞❡ ❇✐❧❧✐♥❣s❧❡② ✭✶✾✾✾✮ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❧♦✐ ❞❡ t♦✉t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s Xn✳
❚❤é♦rè♠❡ ❆✳✶✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬♦♥ ❛ ✿
✭✐✮ ♣♦✉r t♦✉t t1, . . . , tk✱
(Xnt1 , . . . , X
n
tk
)
L−→
n→∞
(Xt1 , . . . , Xtk),
✭✐✐✮
X1 −X1−δ L−→
δ→0
0,
✭✐✐✐✮ ❡t ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✱ η > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ δ✱ 0 < δ < 1 ❡t n0 t❡❧s q✉❡
P(w(Xn, δ) ≥ ε) ≤ η, n ≥ n0.
✶✺✼
❆◆◆❊❳❊ ❆✳ ❯♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❆❧♦rs✱
Xn
L−→
n→∞
X.
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❆ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇✐❧❧✐♥❣s❧❡② ✭✶✾✾✾✮✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✐✮ ❡st ❧❛ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ✿
P(w′′(Xn, δ) ≥ ε) ≤ η, n ≥ n0,
♦ù
w′′(f, δ) = sup
t1≤t≤t2
t2−t1≤δ
{|f(t)− f(t1)| ∧ |f(t2)− f(t)|} .
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ♦♥ ❞é✜♥✐t
w′(f, δ) = inf
{ti}
max
1≤i≤v
w(f, [ti−1, ti)),
♦ù ❧✬✐♥✜♠✉♠ ❡st ♣r✐s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ti t❡❧s q✉❡ min1≤i≤v(ti − ti−1) > δ ❡t ♦ù
w(x, δ) = sup
0≤t≤1−δ
sup
r,s∈[t,t+δ]
|f(r)− f(s)|,
♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
w′′(f, δ) ≤ w′(f, δ) ≤ w(f, 2δ)
❡t ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ♥♦tr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡
P(w′′(Xn, δ) ≥ ε) ≤ P(w(Xn, 2δ) ≥ ε).
✶✺✽
❆♥♥❡①❡ ❇
❯♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s
U✲♣r♦❝❡ss✉s
❙♦✐❡♥t W1, . . . ,Wn✱ n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐✳✐✳❞✱ s♦✐t k ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ ❡t F ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✳ P♦✉r t♦✉t k ≥ 1✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
Ukn(f) =
n!
(n− k)!
∑
i1<···<ik
f(Wi1 , . . . ,Wik).
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ Ukn(f)✱ ✉♥❡ U ✲st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ k ✭✈♦✐r ❙❡r✢✐♥❣ ✭✶✾✽✵✮✮ ❡t {Ukn(f) : f ∈ F} ✉♥
U ✲♣r♦❝❡ss✉s ✐♥❞❡①é ♣❛r F ❞✬♦r❞r❡ k ✭✈♦✐r ❙❤❡r♠❛♥ ✭✶✾✾✹✮ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳
❊①❡♠♣❧❡✳ P♦✉r k = 1✱
U1n(f) =
1
n
n∑
i=1
f(Wi),
t❛♥❞✐s q✉❡
1
n(n− 1)
∑
i<j
(Wi −Wj)2
❡st ✉♥❡ U ✲st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ♣♦✉r f(w1, w2) = (w1 − w2)2✳
❙✐ ♦♥ ❛ ✿
E
[
f(w1, . . . , wi−1,Wi, wi+1, . . . , wk)
]
= 0,
♣♦✉r t♦✉t f ∈ F ♦♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s F ❡st ❞é❣é♥éré❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❙❤❡r♠❛♥
✭✶✾✾✹✮ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
✶✺✾
❆◆◆❊❳❊ ❇✳ ❯♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s U✲♣r♦❝❡ss✉s
❚❤é♦rè♠❡ ❇✳✶✳ ❙♦✐t F ✉♥❡ ❱❈✲❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é❣é♥éré❡ ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡ ❝❛rré ✐♥té❣r❛❜❧❡✳
❖♥ ❛ ❛❧♦rs✱
sup
F
|nk/2Uknf | = OP(1).
❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❙❤❡r♠❛♥ ✭✶✾✾✹✮✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡ t❤é♦rè♠❡
❞❛♥s ❧❡s ❈❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✹✳
✶✻✵
❆♥♥❡①❡ ❈
▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡♥❣❧❛rt
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ ✉♥ rés✉❧t❛t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r✳ ■❧
♠❡t ❡♥ ❛✈❛♥t ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✭✶✳✾✮✳
❆✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ 〈M(t),M(t)〉✳ ❙♦✐t
M ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ {Ft, t ≥ 0}✳ ❙✐M ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t s✐ ♣♦✉r
t♦✉t t ≥ 0✱ E [M2(t)] < ∞✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❝r♦✐ss❛♥t ♣ré✈✐s✐❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ à
❞r♦✐t❡ ♥♦té 〈M(·),M(·)〉 t❡❧ q✉❡ ✿
✭✐✮ 〈M(0),M(0)〉 = 0 ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✱
✭✐✐✮ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0✱ E [〈M(t),M(t)〉] <∞✱
✭✐✐✐✮ M2(t)−〈M(t),M(t)〉 ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❞r♦✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ Ft✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✭✶✳✾✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡
〈MGi (t),MGi (t)〉 =
∫ t
0
1Ti≥wdG(w)
1−G(w−) ,
♦ù
MGi (t) = (1− δi)1Ti≤t −
∫ t
0
1Ti≥wdG(w)
1−G(w−) .
P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s ♦✉t✐❧s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s✱ ✈♦✐r
❋❧❡♠✐♥❣ ❡t ❍❛rr✐♥❣t♦♥ ✭✶✾✾✶✮✳
❱♦✐❝✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡♥❣❧❛rt✱ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ à ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✳
✶✻✶
❆◆◆❊❳❊ ❈✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡♥❣❧❛rt
❚❤é♦rè♠❡ ❈✳✶✳ ❙♦✐t M ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ {Ft, t ≥ 0} ❞❡ ❝❛rré ✐♥té✲
❣r❛❜❧❡✳ ❙♦✐t f ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣ré✈✐s✐❜❧❡✱ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t t❡♠♣s ❞✬❛rrêt τ t❡❧
q✉❡ P(τ <∞) = 1 ❡t ♣♦✉r t♦✉s ε, η > 0✱ ♦♥ ❛ ✿
P
(
sup
t≤τ
{∫ t
0
f(s)dM(s)
}2
≥ ε
)
≤ η
ε
+ P
(∫ τ
0
f2(s)d〈M(t),M(t)〉(s) ≥ η
)
.
❖♥ ♣❡✉t r❡tr♦✉✈❡r ❧✬é♥♦♥❝é ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❋❧❡♠✐♥❣
❡t ❍❛rr✐♥❣t♦♥ ✭✶✾✾✶✮✳
✶✻✷
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❖✳ ❆❛❧❡♥ ✿ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳✱ ✻✿✼✵✶✕
✼✷✻✱ ✶✾✼✽✳
P✳ ❇✐❧❧✐♥❣s❧❡② ✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s✳ ❲✐❧❡② ❙❡r✐❡s ✐♥ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❙t❛✲
t✐st✐❝s ✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s ■♥❝✳✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ s❡❝♦♥❞ é❞♥✱ ✶✾✾✾✳
■❙❇◆ ✵✲✹✼✶✲✶✾✼✹✺✲✾✳ ❆ ❲✐❧❡②✲■♥t❡rs❝✐❡♥❝❡ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳
❉✳ ❇✐t♦✉③é✱ ❇✳ ▲❛✉r❡♥t ❡t P✳▼❛ss❛rt ✿ ❆ ❉✈♦r❡t③❦②✲❑✐❡❢❡r✲❲♦❧❢♦✇✐t③ t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r
t❤❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❡st✐♠❛t♦r✳ ❆♥♥✳ ■♥st✳ ❍✳ P♦✐♥❝❛ré Pr♦❜❛❜✳ ❙t❛t✐st✳✱ ✸✺✭✻✮✿✼✸✺✕✼✻✸✱ ✶✾✾✾✳
■❙❙◆ ✵✷✹✻✲✵✷✵✸✳
❉✳ ❇♦sq ❡t ❏✳✲P✳ ▲❡❝♦✉tr❡ ✿ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✈♦❧✳ ✸ ❞❡ ❊❝♦♥♦♠✐❡ ❡t
st❛t✐st✐q✉❡s ❛✈❛♥❝é❡s✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝❛✱ P❛r✐s✱ ✶✾✾✼✳
◆✳ ❇r❡s❧♦✇ ❡t ❏✳ ❈r♦✇❧❡② ✿ ❆ ❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❧✐❢❡ t❛❜❧❡ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✲❧✐♠✐t
❡st✐♠❛t❡s ✉♥❞❡r r❛♥❞♦♠ ❝❡♥s♦rs❤✐♣✳ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳✱ ✷✿✹✸✼✕✹✺✸✱ ✶✾✼✹✳
❊✳ ❇r✉♥❡❧ ❡t ❋✳ ❈♦♠t❡ ✿ ❆❞❛♣t✐✈❡ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r✐❣❤t
❝❡♥s♦r✐♥❣✳ ▼❛t❤✳ ▼❡t❤♦❞s ❙t❛t✐st✳✱ ✶✺✭✸✮✿✷✸✸✕✷✺✺✱ ✷✵✵✻✳
❉✳ ❘✳ ❈♦① ✿ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❧✐❢❡✲t❛❜❧❡s✳ ❏✳ ❘♦②✳ ❙t❛t✐st✳ ❙♦❝✳ ❙❡r✳ ❇✱ ✸✹✿✶✽✼✕✷✷✵✱ ✶✾✼✷✳
P✳ ❉❡❤❡✉✈❡❧s ❡t ❉✳ ▼✳ ▼❛s♦♥ ✿ ●❡♥❡r❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜❛♥❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❦❡r♥❡❧✲t②♣❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ❙t❛t✳ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❙t♦❝❤✳ Pr♦❝❡ss✳✱ ✼✭✸✮✿✷✷✺✕✷✼✼✱ ✷✵✵✹✳
✶✻✸
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▼✳ ❉❡❧❡❝r♦✐① ❡t ●✳ ●❡❡♥❡♥s ✿ ❆ s✉r✈❡② ❛❜♦✉t s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡① ♠♦❞❡❧s t❤❡♦r②✳ ❏✳ ❙t❛t✐st✳ P❧❛♥♥✳
■♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✶✭✷✮✿✷✵✸✕✷✸✵✱ ✷✵✵✻✳
▼✳ ❉❡❧❡❝r♦✐①✱ ❲✳ ❍är❞❧❡ ❡t ▼✳ ❍r✐st❛❝❤❡ ✿ ❊✣❝✐❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ s✐♥❣❧❡✲
✐♥❞❡① r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❏✳ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❆♥❛❧✳✱ ✽✻✭✷✮✿✷✶✸✕✷✷✻✱ ✷✵✵✸✳
▼✳ ❉❡❧❡❝r♦✐① ❡t ▼✳ ❍r✐st❛❝❤❡ ✿ M ✲❡st✐♠❛t❡✉rs s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s à
❞✐r❡❝t✐♦♥ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ✉♥✐q✉❡✳ ❇✉❧❧✳ ❇❡❧❣✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ❙✐♠♦♥ ❙t❡✈✐♥✱ ✻✭✷✮✿✶✻✶✕✶✽✺✱ ✶✾✾✾✳
▼✳ ❉❡❧❡❝r♦✐①✱ ▼✳ ❍r✐st❛❝❤❡ ❡t ❱✳ P❛t✐❧❡❛ ✿ ❖♥ s❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ M ✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ s✐♥❣❧❡✲
✐♥❞❡① r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❏✳ ❙t❛t✐st✳ P❧❛♥♥✳ ■♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✶✸✻✭✸✮✿✼✸✵✕✼✻✾✱ ✷✵✵✻✳
▼✳ ❉❡❧❡❝r♦✐①✱ ❖✳ ▲♦♣❡③ ❡t ❱✳ P❛t✐❧❡❛ ✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❝❡♥s♦r❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✉s✐♥❣ s②♥t❤❡t✐❝
❞❛t❛✳ ❙❝❛♥❞✳ ❏✳ ❙t❛t✐st✳✱ ✸✺✭✷✮✿✷✹✽✕✷✻✺✱ ✷✵✵✽✳
❏✳ ❉♦♠✐♥✐t③ ❡t ❘✳ P✳ ❙❤❡r♠❛♥ ✿ ❙♦♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r② ❢♦r ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ s❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✷✶✭✹✮✿✽✸✽✕✽✻✸✱ ✷✵✵✺✳
❯✳ ❊✐♥♠❛❤❧ ❡t ❉✳ ▼✳ ▼❛s♦♥ ✿ ❆♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢
❦❡r♥❡❧✲t②♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ❏✳ ❚❤❡♦r❡t✳ Pr♦❜❛❜✳✱ ✶✸✭✶✮✿✶✕✸✼✱ ✷✵✵✵✳
❯✳ ❊✐♥♠❛❤❧ ❡t ❉✳ ▼✳ ▼❛s♦♥ ✿ ❯♥✐❢♦r♠ ✐♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❦❡r♥❡❧✲t②♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
❡st✐♠❛t♦rs✳ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳✱ ✸✸✭✸✮✿✶✸✽✵✕✶✹✵✸✱ ✷✵✵✺✳
❏✳ ❋❛♥ ❡t ❚✳ ❍✳ ❨✐♠ ✿ ❆ ❝r♦ss✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❇✐♦♠❡✲
tr✐❦❛✱ ✾✶✭✹✮✿✽✶✾✕✽✸✹✱ ✷✵✵✹✳
❚✳ ❋❧❡♠✐♥❣ ❡t ❉✳ ❍❛rr✐♥❣t♦♥ ✿ ❈♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ s✉r✈✐✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲✐❧❡②✱ ◆❡✇✲❨♦r❦✱
✶✾✾✶✳
❆✳ ●❛♥♥♦✉♥✱ ❏✳ ❙❛r❛❝❝♦✱ ❆✳ ❨✉❛♥ ❡t ●✳ ❊✳ ❇♦♥♥❡② ✿ ◆♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥
✇✐t❤ ❝❡♥s♦r❡❞ ❞❛t❛✳ ❙❝❛♥❞✳ ❏✳ ❙t❛t✐st✳✱ ✸✷✭✹✮✿✺✷✼✕✺✺✵✱ ✷✵✵✺✳
❉✳ ●❤♦s❤ ❡t ❉✳ ▲✐♥ ✿ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❝✉rr❡♥t ❡✈❡♥ts ❛♥❞ ❞❡❛t❤✳ ❇✐♦♠❡tr✐❝s✱
✺✻✿✺✺✹✕✺✻✷✱ ✷✵✵✵✳
✶✻✹
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■✳ ●✐❥❜❡❧s ❡t ◆✳ ❱❡r❛✈❡r❜❡❦❡ ✿ ❆❧♠♦st s✉r❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦✲
♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❡st✐♠❛t♦r✳ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳✱ ✶✾✭✸✮✿✶✹✺✼✕✶✹✼✵✱ ✶✾✾✶✳ ■❙❙◆ ✵✵✾✵✲✺✸✻✹✳
❘✳ ●✐❧❧ ✿ ❈❡♥s♦r✐♥❣ ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❈❡♥tr❡ ❚r❛❝ts ✶✷✹✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤
❈❡♥tr✉♠✱ ❆♠st❡r❞❛♠✱ ✶✾✽✵✳
❘✳ ●✐❧❧ ✿ ▲❛r❣❡ s❛♠♣❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✲❧✐♠✐t ❡st✐♠❛t♦r ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧✐♥❡✳ ❆♥♥✳
❙t❛t✐st✳✱ ✶✶✿✹✾✕✺✽✱ ✶✾✽✸✳
❊✳ ●✐♥é ❡t ❆✳ ●✉✐❧❧♦✉ ✿ ❘❛t❡s ♦❢ str♦♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❢♦r ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❦❡r♥❡❧ ❞❡♥s✐t②
❡st✐♠❛t♦rs✳ ❆♥♥✳ ■♥st✳ ❍✳ P♦✐♥❝❛ré Pr♦❜❛❜✳ ❙t❛t✐st✳✱ ✸✽✭✻✮✿✾✵✼✕✾✷✶✱ ✷✵✵✷✳ ❊♥ ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞❡
❏✳ ❇r❡t❛❣♥♦❧❧❡✱ ❉✳ ❉❛❝✉♥❤❛✲❈❛st❡❧❧❡✱ ■✳ ■❜r❛❣✐♠♦✈✳
P✳ ❍❛❧❧ ✿ ❖♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣✉rs✉✐t r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳✱ ✶✼✭✷✮✿✺✼✸✕✺✽✽✱ ✶✾✽✾✳
❲✳ ❍är❞❧❡✱ P✳ ❍❛❧❧ ❡t ❍✳ ■❝❤✐♠✉r❛ ✿ ❖♣t✐♠❛❧ s♠♦♦t❤✐♥❣ ✐♥ s✐♥❣❧❡✲✐♥❞❡① ♠♦❞❡❧s✳ ❆♥♥✳
❙t❛t✐st✳✱ ✷✶✭✶✮✿✶✺✼✕✶✼✽✱ ✶✾✾✸✳
❲✳ ❍är❞❧❡ ❡t ❚✳ ▼✳ ❙t♦❦❡r ✿ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ s♠♦♦t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢
❛✈❡r❛❣❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❏✳ ❆♠❡r✳ ❙t❛t✐st✳ ❆ss♦❝✳✱ ✽✹✭✹✵✽✮✿✾✽✻✕✾✾✺✱ ✶✾✽✾✳
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